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INTRODUCTIO. 



I^ uo amplior eft fcientiae alicujus ambitus , & quo uberiores gravioresque 
^^ funt ejus applicationes; eo magis neceflarium eft principiis certis ac di- 
lucidis ipfam fuperftruere, & confequentiarum cum principiis nexum ab omni 
dubio ac dlfficultate tutum atque immunem praeftare. Priorem praero^tivam 
doftrinis matliematicis competere in confeifo eft; ut altera gaudeant, qui eas 
meditantur atque exponunt, debent curare. Mathematici vetercs, metliodi 
ri^orofae, qua ipforum opera nitent, fedulo tenaces, exemplar nobis praebue« 
runt modi in fcientiis liis ftabiliendis atque explicandis adliibendi, ut nomen 
exaftarum mereantur. Recentiores, ftadium ab antiquis panfum ingreffi, ve- 
fiigiis ipforum non femper inftiterunt; neque progrefiUs fuos omnino ad nor« 
mam ab illis conftitutam compofuerunt. Speciatim veteres quantitatem fem« 
per^ notioni ipiius conforpiiter , tanquam augmenti & decrementi capacem, 
proinde lit ineptam recipiendo ultimo cuidam magnitudinis vel parvitatis ter« 
mino, confiderarunt. Recentiores contra, quantitatem imutroque lioc ftatu ex-^ 
tremo rattociniis 6c caiculis fubjici poffe rati, quantitates (etiamnum fic di« 
fias) infinite magnas & infinite parvas adoptarunt; peculiaremque efiinxerunt 
infiniti fcientiam^ cui partes mattiefeos fundamentis folidioribus nixas opitu« 
lentur quidem , (ed quas ab illis fit tam objefto , quam prlncipiis diverla : quo 

audaci conatu do£brinas ab antiquis transmiflas mirifice auxerunt 

/■ 

Difiicultas, vel impofiibilitas potius ftatus illos quantitatis (etiamnum fic 
c[i£be) definiendi impoflibllitatem prodit exiftentiae eorum & conceptus» quo 
appreliendantur. Non aggr^diar hoc ioco definitiones, qude propofitae a varus 
£ierttnt, difcutere. Interim aiferere aulimt eas vel contradiftiones implicare, 

• qu« 
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quae dubiis obnoxias reddant confequentias ex ipfis deduftas ; vel adeo vagas 

effe & indeterminatas , ut juxta eas nonnifi propemodum ac relate ad propoli- 

tum quendam fcopum peculiarem vera effent , quae per analyfm , quam vocant, 

infiniteiimalem eruerentur. 

Sententiam hanc de indole ftatuum illorum quantitatis profiteri mihi vifa 

eft iliuftris Academia fcieritiarum Berolinenfis in Programmate, quo theoriam 

infiniti mathematici praemio ab fe anno 1786. condecorandam promulgavit. 

Quare ab fcopo ipfius alienum haud fore exiftimavi, fi mathefin infinito carere 

__ poffe oftenderem , vaftiffimamque ac maxime fublimem ejus partem ad eadem 

principia reducerem , quibus veterum inventa nituntur ; quorum vero vel 

opem recentiores plerique jufto vilius pehderunt, vel foecundati nimium difiifi 

funt. 

Evincere igitur inftitui : methodunj exhauftionis feu limitum ab antiquis ^ 

excultam, & in Euclidis praefertim atque Archimedis, quae ad nos perve^ 

nere, fcriptis traditam, fi congruenter extendatur, novorum calculorum prin- 

cipiis folide ac dilucide ftabiliendis fufficere. Honor, quem illuftris Academia 

conatui mep detulit , utilem eum effe mihi perfuafit ; atque ad objeftum hoc 

grduum novis curis traftandum, Differtationemque & tempore xmnis brevi & 

loco minus commodo confcriptam perficiendam nie exftimulavit. I 

Scriptum meunr, quod novum appellare poffe credo, juris publici eo con- 
fidentius facio, quod judici non incongruo fuit probatum. Turbas interfatis 
proh dolor notas, quibus patria mea fuit exagitata, tranquiUitate animi ad me* i 

ditandum neceffaria frui non poteram. Amicus meus, Dn. Pfleiderer, 
Phys. & Math. Prof. in Univerfitate Tubingenfi , refugium mihi fecum obtulit ; ] 

ubi ftudiis ad levandos dolores intentus, quae ad novam Differtationis mese \ 

editionem , dudum neceffariam vifam , fparfim praeparaveram , in ordinem redegi, 
& cum amico communicavi, ipfiusque obfervationes confului; quo faftum effe 
fpero , ut , quod publico nunc offero , fcriptum utile fit nec ejus attentione in- 
dignum. 

Juxta ejusdem amici per literas antea jam mecum communicatas , nec non 
Dni. Prevost, Prof. Philos.xGenevenfis, in Diflertationem meam prasmio or« 

natam 
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^Utfi animadverriones ampliiui extendi primum ejusCaput; quod» cum fiin«< 
damenta exhibfeat totius fyftematis calculorum fuperiorum , praecipua cura erat 
tra^landum. Speciatim notio limitis ibidem tradita nimis erat angufta; &, 
ut omnes complefteretur cafus , debebat, utinunc fit §. 13, extendi. 

Ita fafhun eft, ut Caput hoc fundamentale augmentum fatis infigne nan« 
cifceretur; neque rationem habendam eife exiftimavi cenfurse prolixitatis ho« 
rum praeliminarium, Adeo perfuafum habeo , principia calculorum fuperiorum 
debere ad methodum limitum reduci, nec poife alio modo folide ftabiliri; ut 
i^ecefTarium effe putaverim, methodum iliam in formam doftrinae redigere. 
Quse cum, mea quidem fententia, partem conftituere debeat Curfus mathefeos 
elementaris, eo, quo oportet, rigore & ambitu concinnati; fuperfediffem huic 
operae, fi quem noffem, ad quem remittere potuiffem. Ceterum comparatio 
attenta docebit, nuUam in Capite, hoc, utut amplo, tradi propofidonem , quin 
ad applicationes fequentes neceflaria fit. 

Defiderio folo udle quid praeftandi motus non reformido reprehenfionem ; 
quod fententia , quam fuftineo, nova non fit, fed ab variis jam mathematicis 
qropofita. Gnarus fcriptorum d*Alembertii, Cousini, KiESTNERi, Kar- 
STf;Nii, TEMPELHOFni, Pasquichit, praefertipi differtationum egregiarum 
RoBiNsii, & traftatus folidi Maclaurini , in animum haud induxiffem me-* 
ditationes meas de arduo hoc objefto publice exponere; nifi quaeftio ab Socie-' 
tate literaria adeo illuflxi promulgata attentionem meam excitaffet , mihique 
perfuafiffet, quae jam praefiita fint, nondum omnibus defideriis fadsfacere ipfi 
videri. 

Dubium non eft, quin N^wtonus doftrinas fuas iisdem principiis fuper* 
firuere , fpeciadm per rationes primas & ultimas , tam firequenter in Principiis 
. fuis ufurpatasV limites rationum intelligi voluerit; cum^ipfe in.Scholio Lem- 
mad XL Libri L Princip. fub junfto monuerit : Ultuna rationes illa , quibuscim 
,^ quantUates evmefcant^ reuera nonfunt rationes quantitatum ultimarum; fed limiteSf ad 
„ quot quanHtatum Jku UmiU deerefcentium rationes Jemper appropinquant , & quos prom 
npius ajfequi pojfunt quam pro data quauis differentia. 

^ z ^ Quam- 
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IV 

Quamvis LEiBKirm modis loquendi magis audacibus uti alTueverk: eo9 
tamen explicatione rigidandos effe praecepit (Aft. Erud. Lipf. 1712. p. 167O; 
& momentum demonftrationum exaftarum agnovit atque commendavit» Ad 
JoH. Bernoullium fcribens (31 Dec, 1700,) de Nieuwentitii, Rollii, 
Cluverii, &ali(M:um adverfus calculum differentialem objeftionibus: Rrutik 
^eft, inqilit, os illis occliidi per reduSHonem ai dimonjlrationes ueterum more formatas. 
(Leibriitii & Bernoullii Commerc. phibs. & math. T. IL Ep. log-) 

Et quamvis Wolfius, veftigiis Leibnitii infiftens, infinitum prcrfufem 
fcriptis fuis fparferit; methodo tamen Archimedeae^ quam jure fibi vindicat, 
praerogativam tribuit : „Ipfius (Archimedis) demonftrandi methodo principia 
„methodi infinitefmialis rigidantiu-. " (Elem. Mathes. univ. T. L Cieom. Theor» 
86. Schol.) 

Pluribus aliis au£h>ritatibus poffem inftitutum meum munir^ atque exr. gr« 
confenfum ejus cum mediodo indivifibilium, fano fenfu expllcationibusque iaga^ 
ciflimi ipfius auftoris conformiter intellefta » docere : verum haec longius me ab 
fcopo propofito abducerent Qudre, illis mifiis^ ad partem Introdudionis hujus 
mathematicam, fequentibus quatuoi Capitibiis traditam» progredior.. 

Tubingae, xJMart i7^S- 



s. 



Caput 



CAVvt A. 
Tbeormatis htnomklh Newtoni dmmJlrMio generalis elmentarir, 

« 

t 

_ V 

TTheorema binomiale Newtoni umverfiffl ad quoscnncpie exponentcs, pofitivos & 
negativos, integros & fraftos» extenfum adeo uberis efl per totam mathefin ufus, 
ut demonflrationem ejus firmam & elementarem fiimmi momenti efle cenfeam ; eo« 
que magis, quod Vir celeberrimus , a quo denominari confuevit, & plurimi infignes 
mathematici poft ipfum, fola, ut videtur,. analogia fulti, formulam, de exponenti- 
bus integris ac pofitivis tantum eo, quo par eft, rigore demonflxatam, adexponen- 
tes fraftos & negativos applicare acquieverunt In Diflertatione mea, infcripta: 
Expojition etementaire des prineipes des ctdeulr fuperieurs ^ p. ab. ejusmodi demonftradonis 
compotem me efle aflerui; fed brevitatis ftudio eam omittere confultum duxi. Quae 
cum fuerit, ut non omninp facilis, in Diario litterario Goettingenfi (Nro. 165. 16 Qft. 
1788.) defiderata; in hac introduftione illam exponere non dubitavi. Confentit ea 
praeter leviores quasdam mutationes & illnftrationes , quas neceflarias efle cenfui, 
cum methodo , quam in Commentariis Acad* Reg. Berol. ad annimi 1777. tradidit 
illuftris Segnerus; &, quo debet, modo evoluta mea quidem fententia tam propo- 
fito fatisfacit, quam ea fe brevitate conttmendat, cu]us deraonftratio mere elemen* 
taris capax efle poteft» 

§. a. Theorema. Sint duae quantitates P& P\ quales fequnntur 
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Dicp: produftum ex hisce duabus quantitatibus conflatum ejusdem efle formae, 

cujus utraque aiarum, fi loco rn n aut n illarum fununa n^n fubftituatur. Nempe 
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Et primo quidem exponentes wm in fiiccdfiiYis produfti terminifi progreflionem 
arithmeticam decrefcentem fequontur^ cujus primus tjerminus eft n+i»'» & commu- 
nis terminorum diSerentia eft unitas. Exponentes autem ^ b fequuntur progreffio^ 
aem numerori^ naturalium crefcentem inde ab unitate. 

Determinanda fupereft lex co6'fficientium. 
i^. Co£ffficiens primi termini eft unitas. 

A^. Coefficiens fecundi termini eft - + !L « ^; 
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Ergo 



IX 

Ergo n lex coiffficientiuin valet pro quoconque produ£ll termino , eadem quo« 
que valet pro coefficiente termini fequentis. Atqui valere demonftrata fuit in ter- 
mino feciindoy tertio, quarto, quinto» fexto: valet igitur etiam in feptimo , atque 
hinc rurfus in oftavo, tum in nono, & fic confequenter in univerfa ferie. 

§. b. Jpplicatio prma. i^. Quadratum quantitatis hujusformae 

I 12 13 14 

eft a^^J^^^^b-^^^^.^—a^ . . . 

^i I li 13x4 

a^. Hinc cubus ejusdem^ quantitatis eft 

I ^i 2 13 i; 4 

Hinc iterum 3®. potentia quarta praediftae quantitatis cft 

a^^+^^-lb+ ^.^^n^b^+^ . . . i^fl4n-3^3+4? . . . ^a^n^^b^ + • . • . 
^I 12 I 3 I 4-^*^' 

Et 4iniverfim, quicunque numerus integer pofitivus fuerit m, potentia m^ ejus« 
dem quantitatis eft 



I ^ia. 13 14 

§. e. JppUcaiio fecmdtu ViciflSm, denotante m numerum quemcunque integnun 
pofitivmn , radix m^ quantitatis 

a^+%^^b+'^.'tllan'2b^+^...'^^ 

\ 1 2 13 14 

« » 5.-1 ^ ^ r "-» » « 2.^ •• » 2.-4 

cft tf^+wa" b+m.m a^ *H«...m2^'"^H«...^a"' ^^+ 

7 T 2 1 s ^4, 

Etenim (per applicationeni praecedentem) prior quantitas cft potentia m^ pofte^ 
rioris; quare viciflim pofterior quantitas eft radix «» prioris. 

§. d. jlpplicatio Urtia. Sint m6c n numeri quilibet integri pofitivi* Dico e!k 

13 14 

• • Etenim 



i m 

Etenim (n + i)'"^: r(n+ft)n 



^I 12 13 14 



!1 « i-] 



92 f} 



= J^^+fM^"™ h+m-m' 



n 
— 2 



I 3 

n n 



I 4 
n n 
m 

I 4 



°-3 •* ^ ^ "-4 



I 12 13. 

§. f. Corollarium. Univerfim igitur, fi « fuerit numerus rationalis pofitivus qui- 
cunque, five integer, five fraftus, 

\UT^j ^I 12 1.3 i 4 

§• f Jpplicatio quarta. Sint duae quantitates 

a-+ -a-'^+ - — V^^* + -...^a-3^3 +.^...^^«-4^4 + . . . . 

•^^i 12 i3 ^4 

r^-^'''.(r--^b+'^~(r^b^+-...^^ 

*^II2 13 14 

Produflnm ex illis faftum reducitur ad primum terminum 6« x or» =s 1 : cum 
terminorum omnium fequentium coefficientes ingrediatur faftor »-» =3 o. , 



§. g' Corollarium. Ergo 



a«+-a-'^+-~V^^^ + -...^a^3^3 + ^...— ^^^-^^^^ 
I 12 13 14 

Atqul , w denotante numerum quemcunque rationalem pofitivum , denominator 
hujus fraftionis eft (a+fe)» (§. f).* Ergo 



'— feu (a+by^ar^+^^(r^^b+'^ • — a-»-^^^+^...^a-«^^3+::?.„:!LV^^4+^ 

f'')^ ^^ I 12 I.^ lA 



^fl+t) 



n b n fi+i 6* 
T — • 



• • • 



«+26' . » «+3 ^4 

+•" • • • ' 



• • • 



a" 'i a"+i I 2 a"+* i" 3 a»+3'i '/4 /|n+4 

Eadem itaque lex, quae valet de exponentibus rationalibus pofitivis , pariter 

applicatur ad exponentes rationales negativos. 

§. h. 



\ 



XI 

• I 

§. h. Obfervatio. Quod ad exponentes irrationales attinet: cum per extraftio« 
nem radicum , vero propius femper propiusque accedentem , quantitates frfrdae ex- 
primi poiTmt pcr quantitates rationales, qu3e a vero illarum valore minus quam quan* 
titate data diiferant; ad exponentes furdos applicare licet, quae de exponentibus ra« 
tionalibus demonftrata fuerunt 

Obfervandum praeterea : calcidos , quos quantitates exponentibus furdis afFefl» 
ingrediuntur , nonnifi per analogiam juxta regulas exponentium rationalium peragi. 

Quod ipfum tanto etiam magis ad exponentes imaginarios pertinet; cum mera 
fint figna , facilitatis & univerlalitatis calculi caufa ab mathematicis introdu£ta. 

Caput B. 
De differentiis quantiiatum mutabilium. 

§. u Definitio. Wit aliqua quantitas mutabilis, quomodocunque exprefla per 
alteram quantitatem mutabilem, folam, vel cum quantitatibus conftantibus combi* 
nataro. ^Prior quantitas dicitur /««flSo pofterioris. 

Quod attinet ad funftionum divifionem in integras & fraftas , uniformes & mul- 
tiformes , rationales & irrationales , algebraicas & transcendentes ; videatur ioter 

ftlios EciERi IntroduSHo^ Cap. I. 

§. *. Sit P fun6tio quantitatis variabilis x uniformiter crefcentis vel decrefcen* 
tis. Denotentur incrementa vel decrementa ejus fuccefliva fignis 

Lx, tAx, 3AX, ^Ajc, (n-i)AAr, «^- * 

fticceflivls^ valoribus ipfius ^^^ ^^^^ ^^^^ x+4Aie...x+(ii-i)Ajc, x-HAjt 

refpondent funflionis -Pvalores, 1 .r .. ir 

delignehtur per P , P , P , P . • . P^' t P^. 

Et valorum horum mutationes 

fucceflivae ita notentur AP^ AP', LP\ Ap". . • APN-«S AP»K 

Erunt ideo P' =5 P + aP 

/>• =: P' + AP* 
i^- = P* + AP" 
P'" =P^ +AP* 






•• j» Quaa^ 



XII 

Quantitates AP, LP\ A-P*, M^ .... A/^«, APW-i vocantUf diffenntUt primi ordinii 

quantitatis P. 

§. /. Si hae differentias non fuerint conftantes: eaedem componentur ex quanw 
titate conftante Ax, & ex variabili x; adeoque pariter funt funftiones variabilis x. 
Succeffivae harum funftionum.mutationes, tmiformi quantitatis x mutationi refpon- 
dentes, defignentur per 4^P, A-/'', ^^P\ ^^P\ -. . A^i^N-n, ^^a/^N-i. 

H» differentlae differentiarum primi ordinis vocantur differentia feeundi ordinis 
ftmftionis P; & eodem qua prius modo obtinentur 9equationes fequentes : 

AP* = AP + A^P 
AP" = AP' + A»p' 
AP" = AP" + A*p" 

APNr-is ApN-u + A^pN^-ix 
APN = APN-i+A*pN-i. 

§. m. Si difTerentiae fecundi ordinis non fuerint conftantes: pariter componeii« 
tur ex qnantitate.conftanti Ax* & variabili »; ideoque funftiones erunt quantita-* 
tis X. Succeffivde earum mutationes, uniformi ipfms x mutationi refpondentes, de« 
fignentur per A^P, A3p\ a^P", A^p* , . . ^^p^-^x^ A3p»-i. Differentiae iftae diife- 
rentiarum fecundi ordinis vocantur differentia tertii ordinis ; & rurfus funt 

A*P' = A^P + A^p 

A^p" =3 A«p' + A^p' 

A^P" = A^p* + A^p'' 

A^P" sr A^p" + A3p" 

• • 

A^pN-i -- A'pN-n+A3pN-n 
A^P^ =J A*pN-r + A3pN-«. 

§. n. Si differentiae tertii ordinis non funt conftantes; progreflus fit ad earun- 
dem differentias, feu ad differentias qnarti ordinis: deinde fimiliter ad differentias quinti 
ordinis, & hinc ad differentias fexfi ordinis, atquc ita deinccps; donec (fi fieri poflit) 
perveniatur ad differentias eonflantes^ feu quarum nuUae funt differentiaB. 

Qene^ 



xm 



GtneraiiM differentiae fifferentiarmn «— 1« orclinis vocantor dlfferntitt «« onffr. 
•ir; & fic defignantur.A"/», A«/»', A-P", ^P", • • A-i'»-^ A«/*-'. Unde 

Anw^' rs A"Mi' + A»P 

A«-»P" =: Am-.J»' + A«P^ 
An>-iJ?" =3 A"»-»i»" + A«P" 

« 

^, 0. Differentiae omniufn or£num fucceffivorum funftionis P immediate per 
feriem funftionum P, P'r P', i^. r • ^'» ^ exprimipoffimt modo fequenti: ' 



aP = 
AP' « 

Ergo aP''^P ^ 
feu A»/» -' 

Ergo A^P = 

Ergo A*P = 



p*.iPf+P' 

P-SP^+ZP^-P 
P^-SP^+SP''^ 



P"-4P"+6P'-4P'+P 
. A^P' = P''-4P"'+6P"'-4P"+P' 
Ergo ASP =^P'-5P"+ioi'^-ioP'+si^'-i'. 

GeneraHttr 

fifA».»= pM-!!!pM^ + «.'tlpM-i. -!! ...!!!:lpM-iu4....q:«p'+p 
*"• " *^ • I I a I 3 - 

& ideo 

An,p^-pM+i.!!!pM + « ,!!ypM^-!!...^pM-n+!f ...!!^pM-.u« ,..±P 

■ • 

erit ^ , . 

A«+.p«pM+..!!!J2pM+!!H:i.2pM-r.^...!!!:!pM-,4.^..^pM-i«....t^P':f:P 



• • 



3> 



Ergo 



xrv ^ 

Ergo generaliter ^ 

1 1213. ~ia I 

§. f. Viciffim terminus quilibet P>« feriei Pv P', P', P^. . . ?"-, P^ ex- 
primi potefl: per funftionem P , & per di£ferentias fuccefliras omnium ordinum hu- 
jus fiinftionis P. 
Etenim quoniam P' s P+AP 

AP' e /\P+A«P 

ergo P-C^P^+AP') = P+3AP+A«P 

Hinc AP* = AP+aA*P+A3p 

ergo P^(=P"+AP') = P+3AP+3A»P+A9P 

Hinc AP" • = AP+3A«P+3A3P+A*P 

ergo Pt=P"+AP") = P+4AP+6A«P+4A3p+A*P 

Hinc AP" = AP+4A9P+6A3P+4A<P+A5p 

ergo P'(=P"'+AP*')« P+sAP+ioA«P+ioA3P+sA4p+ASp. 



Generatim fit PM « P + ^AP + - .!!!:*A9P+- . . . tHlf A^P^- -'. • .*!!^A*P+. . . 

1 la 13 I 4 



3 »4 

+ ^.!!Ll?Ain^P4.^A«»-«P+A«P 
12 X 

fM A ««* fi M-lAan ■ fyi fff-2 



hinc APM « AP + ^»P + ^.'IliAap +::... !!!:?A4p+... 

I 12 13 

, W ^^m-»p J.^ .^An^«P+ !!lAnip+ Am+ip. 

i"* 3 » » I 

erit Pm+./=pm+2\pm)=p+*!±!ap+!!±!.* A»P+!!!±i. . .!!!:£a3P+!!±\ . .!!!:?A4p+. .. 

^'i la 13 14 

+ •2+1 . . . !!!l"2im^p + ^!!^! . !!! Am-.p + !!±! A-P+Am+iP. 
■ I 3 ■ . I a » 

Ergo generatim 

Pm = p + !!!aP + ^.!!!1'a»P +!!?... !!!:?A3p+ !!!.., !!!:3a4p+ 

11413 14 

/ +-!!!.!!IriA«-aP+— a»mP + a«P. 

I a i 

Propofitio haec magni cft momenti %d applicationes, quae deinceps tradentur. 

§, q. 



XV 

§. q. Cum funftio quaelibet quantitatis variabilis ^otentiis variabilis liujus 
(immediate aut mediate) exprimi poffit; multum intereft, potentias quantitatis va- 
riabilis & differentias omnium ordinum harum potentiarum accuratius expendere, 
Ex fequentibus patebit, quanti fpeciatim hoc refpeftu momenti fit contemplatio po- 
tentiarum exponentis integri pofitivi cujuscunque. 

Theorema. Potentiae quantitatis varjabilis, cujus exponens eft numerus integer 
pofitivus, differentia ordinis, cujus index idem eft cum e^ponente poteftatis, aequa.- 
tur produfto continuo numerorum .oaturaiiiim inde ab unitate usque ad hunc expo- 
nentem, dufto in differentiae quantitatis variabilis potentiam ejusdem exponentis: 
proindeque differentiae ordinum fuperiorum ejusdem potentiae quantitatis variabilis 

evanefcunt. , ^ 

Sit Ps=x"^, exponente m exiftente numero Integro pofitivo. 
Dico effe AmP= i. 2.3.4. •• . ♦»^»"*; & proinde Ani+rp:^ o^ 
Ad demonftrandum hoc theorema oftsndam primo: iUud verum effe%pro mi^ 

noribus exponentis iw valoribus, quales funt i, 2, 3, 4 ♦ ^ .• . Jum evincam: quod, 

ii theor^ma verum fuerit pro quolibet exponente dato, idem etiam valeat pro ex- 

ponente fequenti, qui priorem unitate fuperet. ',._..- 

Exefnplum i. Sit P = Jf 

AP • = /i;c = i.2\3e 



CoroUarium. 



Ar+«Jlf ss: o. 



m 

Exemplum 2^ Sit P «= Jf^ 

/Sp ss 2JfAjc+iix* 

-: aAjc* « i.2.A*V 

Corott. Ar+2jf as o. - -. 

Exemplum 3. Sit P = of^ 
^ AP = ^xx£ix+^x^x^+Ax^ 

A3p(=A»AP) « 3Ajf.A^xJf+3^^A^Jc+Ajf3,A«i 

CoroU. A^+Sje» s= q. 



• / 



JExem- 



1 



XVI 

. Exmplum 4. Sit P as jc*^ 

. A*P(=sA». aP) =. 4A* X A'jif »+6A*». A»**+4AJtf». A'«+4Ajc*. A». l 

«= 4A*XA'jf* »= i.a.3-4AiC*. 

Generatim fit «» numerus ioteger pofitlviis, & P =» «». Probatum fuerit, 

quod , ^"-^" "•3.4...*^*» Djco fluoi A«+ix«+« = 1.2.3... <«H-i)AJc«+« . 
& A^jfM sc o. * ^ & A«+i+»;f»+' = o. 



Etenim a*«»+« = ^H^ 



^»AU 



+ ^.!!!j^tiHA*» 



ErgO A«+Vn+« aa »f+I •A«XA«"^» 



+ 2?t5...!I!2*"»-3A*« 



I 



>!I±£.!I!a*«xa«»*«-i 
I 2 

+ ^..— Ax3XA«*»^ 
I 3 

+ 2t?...!!!2A**xA«*«-4 

I A 



+ !?^.**»AJ«»-f 

I 2 

+ !!Lt/ xA*» 

I 



+ !!!t5.2A:f«-,XA««» 

■ 

• + '^^t^AJf» X A»* 

I 

+ Al8«+^ + Ajc»+»xA«i 

CS5 (iii+i)AxXi.a.3.4-*«-i.f!iAjc«(h3rp.) 

«5 x«2»3.4 • • • (f^O^^^ 
Coroltariunu ^"+'+^^1^*"+» «= ©• 
Ergo generalitei; A« at» « i. r^. 3. 4 . ... m/sx^ 

& A«+'X« as o. 

§. r. Corolkarium. Speciatim poteftatum nmnerorum naturalium fucceflivorum, 

quarum exponentes funt integri pofitivi, differentiae , quarum indices ordinum funt 

exponentibus his aequales , aequantiir produfto continuo numeronun naturalium ab 

unitate inde usque ad illum exponentem; earundemque potentiarum diSerentiae, 

quarum iodex ordinis exponentem illum fuperat , evanefcttnt. 

,/^ Scili-i 

/ ."■'•.♦• 



XVfl 

Scaicet A »• s I Ar+i«' = » 

A»«* « i.a A»+a«* a o 

A3«5 = i.a.3 ii'+3«3 s o 

• • 

• ■ • 

Cafus particularis , corollario hoc traditi, eximiae in feqaentibus applicatlanes 
occurrent 

. §. X. Eos inter cafus, quibus ad differentias c<Miftantes nunquam pervenitur, 
notandus inprimis eft iUe , quo feries propofita eft feries geometrica. 

Thiorma. Sit . progreflio geometrica quaecunque. Sumantur differentiae omnium 
ordinum terminorum hujus progreffionis: feries harum differentiarum pariter funt 
progreffiones geometrica&^ eundem, quem prima, exponentem habentes. Sumatur 
autem exceffus, quo exponens ifte fuperat unitatem, aut ab illa fuperatur, prouti 
progreffio eft crefcens aut decrefcens; & fumantyr poteftates hujus exceffus, qua- 
rum exponens aequalis eft ordini harum differentiarum : feries illae enint refpeftive 
produfta ex terminis primae feriei per has poteftates. 

Sit a^y a^, «3% a^i a^S • • • «(»-^5^ flCn-dz, ^nz progreffio geometrica, 
cujus exponens (i\ 
Series differentiarum primarum eft 

«32—0*, <|3a:.flW, i|4*— «»«, «5«— «4«, . , . <i(M)«— «(«-»)*, <|M— ||(ii-l)J5 
feu (<l«-l)('»*l «**» O^^i «**> • • • • flCn-a)»^ a(n-i)«^ 

Hinc feries difTerentiaruin fecundarum eft 

(fl«-i)»(a*, tf», a^y «4«, .... tf(»-3>, fl(«»-2)«) 
Hittc rurfus feries differentiarum terdarum eft 

(a»-l)'(a«, fl», (|3», <|4«, .... tf(n-4)*, . tf(«-3)*) 

Item feries fUfTerentiarum quartanun eft 

(a«-l)*(««, <l«», tf3«, fl4«, ... . tf(«-5)«, <|('>-4)«) 

&c. 8cc. &c. 

ferles diiferentiarum «tanun eft 

(a*-i)"(/i«, a««, fl3«, a4*, . . . . tf"^"^)*» «(•-"'3*). 



• *• 



%t 



xvm 

§. /. Notari etiam merentur pmniuAi ordinum differentiae finuum & cofmuum 
arcuum in progreffione arithmetica crefcentium aut decrefcentium ; & inprimis 
(propter applicationes fequentes) differentiae fmuum & cofmuum arcuum juxta fe- 
riem numerorum naturalium crefcentium. 

Leinmata nota. i°. Differentia fmuum duorum arcuum aequalis eft duplo produ- 
fto cofmus diraidiae fummae per fmum dimidiae differentiae horum arcuum. 

a°. Differentia cofinuum duorum arcuum aequalis eft duplo produfto fmuum 
dimidiae fummae & dimidiae differentiae horumarcuum, 
Hoceft: i^. fm.a — fin.fr = 2cof. — fm.^.:^ 



fl+6 



2 



2®. coGfl — cof.6 = sfm.^^fin. 

2 2' 

j^pplicatio. 9int fin.fl, fin. 2«, fin.sii, fin.^fl, fin.^a, • • . fin.iw finus arcuum 
juxta arithmeticam numerorum naturalium progreffionem crefcentium. 

Series differentiarum primarum erit 
2fin.|a(cof.|a, cof.fa, cof|a, cof.fa, cof.^a, cof.^a . • . .) 

Series differentiarum fecundarum efit 
• — 2^fm.^|a(fin.aa, fin.sa, fm.^a, fin.sa, fin.6a, fin.ia . . . •) 

Series differentiarum tertiarum 
^2^fin.3|a(cof.|a, cof.|a, cof.fa, cof.^a, cof.ga, cof.^a. . . .) 

Series differentiarum quartarum 
+ 2^fm.'*^a(fm.3a, fin.4a, fm.sa, fm.6a, fin.7a, fm.8i. • • •) 

Series differentiaruiji quintarum 
+ 25fin.5^a(cof.|a, cof.^a, cof.^a, cof.ga, cof.^^a, cof.^a.,..) 

Series differentiarum fextarum. 
— 2^fin.^|a(fm.4a, fm.5a, fin.6a, fm.7a, fin.S^, fin.9a ..,.). 

Generatim feries differentiarum ordinis patis 2m eft 
22infin.2Jn|fl(fin.(«+i)a, fm.(f^H-2)a, fin.(fii+3)a, fm.(f»+4)a, fm^(«f+5)a . . ; •) 

cum altefutro figno ±, prouti m eft P^p^. 

Series differentiarum ordinis imparis 21» + 1 eft . 

aw+ii^ A 

a • . • ./ ; 



a»^vifm.a»viifl(cof.3!:!:*3fl, cof.*-^5a, coi3^a, cof.^fl, cot 



cum alterutro figno ±, prouil « eft . 



o vel par 



\ 



impar 



»«.Sint 



* • « 



ik^ -L 



XIX 



i^ Sint cof.^,' cdf.2fl, cof.sa, cof^fl, cofgflr, cof.6«,,» . cof^fia, cofitms arcuum 
juxta feriem numerorum naturalium crefcentium. 

Series differentiarum primarum eft 
— 2fm.|fl(fin.|a, fin.ffl, fin.|<i, fin.fa, fin.y^, fm.Ja....) 

Series difFerentiarum fecundarum eft ^ 

— a^fin.^^la^cof.aa, cof.sa, cof^a, cof.^a, cof6a, cof.^a.,.*) 

Series differentiarum tertiarum eft . 

m 

+ 23nn.3|a(fin,|a, fin.|a, fin.^fl, fin.ga, "v^/i, fin.^a ) 

t 

Series differentiarum quaftarum eft . 

« 

a''fiij.'*ia(cQf3a, cof.4a, cof.^a, 'cof.6a, i.^a, .cof.Sfl . . . .) 

Series differentiarum quintarum eft 
— 2^fin.^^a(fin.fa, fin.fa, fin.^, fin.ga, fin.§a, fin.§ii.4..) 

Series diffcrentiarum fextarum eft • 

— :^^fin.^|a(cof.4a, cof.^a, cof.6a, coCja^ cof.ga, coC^a . . . .) 

Generatim. feries differentiarum ordinis paris 2m eft 
/iairfln.am»fl(cof.(w+i)a, cof.(w+2)a, cof.(fif+3)a ,• cof.(iii+4)a, cof.(ipi+5)« . • • ) 
cum alterutro figno ±, prouti m eft f^^^^- 

Et feries differentiarum ordinis imparis aiw+i eft 

5«m+ifin.:jm+i|a(fm.?!!!±3^ fm.^a, fin.?!^, fin.^^"a,,>.) 

2 2 2 2 2 

m 

oum alterutro figno ±, prouti m eft JJ"vei ^^^ 

SthoUum. Omiflb faftore 2™fin."'|a, feries harum differentiarum fucceilivarum , 
pariter atque ipfae feries primitivae, periodice in fe redeunt, aut funt femperdiverlkd; 
prouti arcus a & dimidia circumferentia commenfurabiles , aut incommenfurabiles 
funt. 

% 

« 

. Monenda de eompendiofo differentiarum JymboRsmo* ^ 

In fequentibus, compendii & majoris impreffionis facilitatis caufa, differentias 
ordinum fucceflivorum potentiarum numerorum natnralium i quarum exponens m^ 
plerumque defignabuntur, lUt fequitur: 

•♦♦ 1 Diffe- 



,• « 



.« 



xvm 

§. /. Notari etiam merentur pmniuin ordinum differfentiae finuum & cofinuum 
arcuum in progreffione arithmetica crefcentium aut decrefcentium ; & inprimis 
(propter applicationes fequentes) differentiae finuum & cofinuum arcuum juxta fe- 
riem numerorum naturalium crefcentium. 

Lmmatanota. i°. Differentia finuum duorum arcuum aequalis eft duplo produ- 
fto cofinus diraidiae fummae per finum dimidiae differentiae horum arcuum. 

2°. Differentia cofinuum duorum arcuum aequalis eft duplo produfto finuum 
dimidiae fummae & dimidiae differentiae horumarcuum. 
Hoceft: i^ fin.a — fin.* = 2Cof.?±^fin.^-il^ 



a+b 



2 



2®. coGfl— cof6 = afm.— fin. 

2 2' 

jfppUcatio. 9int fin.fl, fin.2a, fin.3/1, fin.^fl, fin.sa, . . . fin.iw finus arcuum 
juxta arithmeticam numerorum naturalium progreffionem crefcentium, 

Series differentiarum primarum erit 
2fin.|a(cof.|a, cof.fa, cof|fli, cof.|a, cofga, cof.^^a. . . .) 

Series differentiarum fecundarum efit 
* — 2*fin.^|a(fin.2a, fin.^a, fin.^a, fin.sa, fin*.6a, fin.^a . . . .) 

Series differentiarum tertiarum 
^2^fin.^ia(cof.|a, cof.|a, cof.fa, coV^a, cof.ga, cof.^a. , . .) 

Series differentiarum quartarum 
+ 2^fin.'*-ia(fin.3a, fin.^a, fin.^a, fin.6a, fin.7a, fin.gi. •• •) 

Series differentiaruiji quintarum 
+ 25fin.5^(cof.|a, cof.|a, cof.ya, cof.ga, cof.'|a, cof.^a.,..) 

Series differentiarum fextarum, 

* • 

— 2^fin.^|a(fin.4a, fin.sa, fin.6a, fin.7a, fin.Sfl, fin.9a •...). 

Generatim feries differentiarujn ordinis patis 2m eft 
>i2infin.2in|fl(fin.(»«+i)a, fin.(f^H-2)a, fin.(fii+3)a, fin.(fif+4)a, fib.(«+5)a . • ; .) 

cum altemtro figno +, prouti m efi [^p^y- 

Series differentiarum ordinis imparis 2m + 1 eft . 

2«i+II^ A 

» • • • •/ ; 



a»»>»fin.«»vi|«(cof.H!l!±3fl, con^-^^l-Sa, cof.^ii, cof.^a. cot 

2 a a 

cum alterutro figno +, prou^ »' eft ^^^^ ^^» 



r 



»^Sint 



XIX 

2^. Sint cof.flf,' coT.^fl, cof.sa, coC^fli, cofsflr, cof.6^,,. . cof.iia, cofmus arcuum 
juxta feriem numerorum naturalium crefcentium, 

Series differentiarum primarum eft 
— 2fm.|fl(fin.fa, fm.fa, fm.|a, fm.fa, fm.'5'a, fin.ga..,.) 

Series diiFerentiarum fecundarum eft ^ 

— 2*fm.*|a(cof.aa, cof.^a, cof.^a, cof.5a, cof.6a, cof.^a . • . 4 J 

Series differentiarum tertiarum eft 
+ 2^ fm.3|a (fm.|a, fm.|a, fin.fa, fin.^a, " v^a, fin.^a . . . .) 

Series differentiariim quaftarum eft . 

■ 

2^firj.^|a(cQf.3a, coH^a, Cof-Sa, 'cot6a, ^.7«, ^cof.ga . . . .) 

Series diffferentiarum quintarum eft 
— 2^fin.5|a(fm.|a, fin.|a, fin.^, fm.ga, fin.^, fin.ya....) 

Series differentiarum fextarum eft • ^ ^ 

— a^fm.^|a(cof.4a, cof.^a, coC6a, coCya^ cof.ga, cofga....) 

Generatim. feries differentianun ordinis paris 2m eft 
a2mfin.3m|a(cof.(w-fi)a, cof.(iii+2)a , cof.(fif+3)a ,♦ cof.(m+4)a, cof.(i«+5)a . . . ) 

cum alterutro figno ±, prouti m eft E^«-» 

Et feries differentiarum ordinis imparis 21»+ 1 eft 

^zm+ifin.«t"+iia(fin.£!!!lla, fm.^a, fin.^a, fin.?!^, fin. ^^" a....) 

2 , 2 2 2 2 

impar 



.. • 



cum alterutro figno ±, prouti w eft ^ ^^j ^^ 

SehoKum. Omiffo faftore ^"'fin."»!^, feries harum differentiarum fuccefli varum , 
pariter atque ipfae feries primitivae, periodice in fe redeunt, aut funt femperdiverfaB; 
prouti arcus a & dimidia circumferentia commenfurabiles , aut incommenfurabiles 
funt. ' 

. Hfonenda de eompendiofo differentiarum fymboRsmo. ^ 

Jn fequentibus, compendii & majoris impreffionis facilitatis caufa, differentias 
ordinum fucceflivorum potentiarum numerorum natnralium, quarum exponens m^ 
plerumque defignabuntur, ut fequitur: 

•♦♦ 4 Diffe- 



\ 
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XX 

IMerentiae , Defignatio cottipendiolk 

^d* «|m-a(«-l)iM+(«-a)m , A i(«« . . . («-3)™) 

. 3ti« «i».3(».i)m^.3(„.2)m.(«.3)m ^'(»»«'...(«-3)'") 

4» ««-^(«-^^«^-«(«-«^«'-^(«-s)'"-^"-^)" ^'lC»'" • • t («-4)") 

5» «j«-5(«-i)™+io(«-a)«-io(«-3)n'+5(«-4)'n-(«-5)'" ^ '(««"..,. («-5)'»). 

• • • 

I I 2 * X 

Cap.ut C. 
D^ funmis potejlatum nu?neroru?n aquidifferentiunr. 

^ummae poteftatum numerorum sequidiiFerentium (quos inter feries numerorum 
naturalium primum tenet locum ) adeo frequenter calculos fuperiores ingrediuntur, 
ut ftriftim de illis in hac intrpduftione dicere confultum duxerim. 

Plures mathematici variis modis eas indagarunt atque expofuerunt. Cum autem 
fcopus in hac traftatione milii praecipue propofitus fit illius ad limltes diftarum 
fummarura applicatio : nulla methodus potior & huic fini melius accommodata fe 
mihi obtulit, quam ea, qua ufus eft fagaciifEmus Pascal in eleganti opufculo, cui 
titulus : Potejlatuni numericarum fumma (quod pag. -34 fqq. infertum eft libro ipfius in- 
fcripto: Traiti du triangle arithmetique. Paris 1665.); & qua poteftatum cujusUbet or- 

dinis fumma ad fummas potentiarum ordinum inferiorum reducitur. 

. • 

§. u. Lemma. Sint a ^a+d duo numeri ad potentiam quamUbet evefti, cujus 
exponens f. DifTerentia (a-^-dy — a^ harum poteftatum (per §. e.) erit 

I 12 13 ^.4 ^^ ^ 

§i V. Sit feries terminorum aequidiffi^rentium , quorum minimus fit a, diffe^ 
rentia communis d, & numerus n. 

^Sit (compendii caufa) /««' fumma poteflxitum, quarun\ exponenS r, terminorum 
ilforum inde a primo a lisque ad «*«» a+(ii-i)(/. Accipiatur etiam eadem poteftas 
tqrmini fl+«d ultimum fequentis, 

Sumtis differentiis poteftatum ejusdem exponentis quorumlibet dUorum termi- 
nonjm^contiguorum» erit (§. ».) 

(a+i)t 
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ft 

ca+4<f)'-(«+i<o» =rc«+3<o^irf +r.ri!c«+3'0'-*'i* +l"~<'^s<0'-^^ ... +r(«+3'0<^'-i + «/' 

I • • • ^ • . * 

(fl4<«-2>0' . (»K«-3y)' ^TCa+^B-Sy^-^^^+f j- («+(«-3)'0«'^+ r...!^*(«+(«-3M)'-3'i^ . . + r(«+(».3y)^I+rfr 

C«+(n-i V)' - («+C«-2)'0'' ^r^a+Cn-aJO-^^^^+f • — («+C»-3)'^J^*+;".^«+C«-2)'^)'^3d3. . . +r(^«.a)rf)rfiwi^^ 

r«+«J)' - («^+ («-r)<f)* rsr^^H^^W-r^O^^I^^+f ^(«+('»-0'0'"«'i'+{...^«+(«-^)'^)'-3rf3.. , + r(a+(«.,)rf)dk.l4.rf, 

Summa omnium priorum merabrorum harum aequationum eft (a+ndy — a' . 
Et ftimma omnium pofteriorum membrorum eft^ 

^dr.nar~i + ^7-^dHMi'-i+-, ..n3d3/«««-J+r...ri3rf4p,flr-4+ +-el^i/:na+ndt. . 

I'' V z 13 J^4 I 

Hinc - dfnar-r = («+»rf> — «' — (-- "^d^fina^ +-... ^d^f.mr-i + ,.,. +^j:d*-if.na+ tidf ^) 

unde rt!<f/«a' « (<H-»rf)'+*-«'+'-(^ • -^^f^'-^ +—-• ♦ • y rf^/^sa'"^ +.... + rtiir/:«,4^^.i\ 

Et fic fumma poteftatum cujuslibet ordinis per legem ommna regularem ad fum- 
jnas poteftatum omnium ordinum inferiorum reducitur. 

§. X. Exentplum. Series numerorum aequidiflferentium fit feries numerorum 
naturallum ab- unitate usque ad »^; iibi a = r > rf = i. Et fit Jhr fumma poteftatum 
. ordinis r primorum n lyimeroriim natutalium. Flt 

»±1.^ -= (^i)r+i-,-r!±!..>-i+!±:^..-^/«r^!±i...r^>r^^^ 

1 '' via 13 14 15 1 y . 

Sit r=i. Fit 2/« =(«+!)*- i-«-»-»+i . ,. ' 
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^t.2 . 1.2.3 

5/4i4 == (n+iy - 1 * (^H/BS+^i^/rfc^+S:::? /t«+ii^ • 

Vi.a I...3 1...4 y 



rc=4 



»•»5 



^1.3 1...« i.,.4 i...'; y 



r«6 



7/«6 = (»+1)? - 1 '(1^j:nS+'tlj:n*+1^/.ni+h:lj:n^+'^^f.n+n\ 

^i.z ' 1...3 1...4 1...5 1...6 y 

m 

§. y. Ad fcopum noftrum pertinet obfervare , quod 

/« =4»»+^» - -- - -. . - - ubi ^=^ 

>».= ^3+5»*+Co - •- ubi ^=f 

fn^ = ^n^+Bn^+Cn^+Dn - .- - - - - ubi^=| 

/»4 = jhS+Bn*+Cn^+Dn*+En ubi -«f=| . 

/»5 = Jn^+Bn^+Cn^+Dn^+En^+Fk - - - . ubi ^=| 

>6 ^ ^r+5«64<'„54.£j„4+£n34.ir«84.G« . . . ubi ^=^1 

• • • 

• ■ • • 

/»' =uh'i*^i+Bnf+Cn^i+I}n^Enrz+Fk^H'Grtt-5...+Ln*+Mn,\xbi^==-l^ " 

r+i 

Quod ad reliquos coefficientes attinet: B eft conftans, nempe = |. Caeteri autem 

C, Z?, ^••••Ir, JW pendent ab exponente variabili r, juxta legem quamdam, cujus 

evoluticr ad fcopiim praefentem non pertinet; & de qua videatur inter alios Jac. Ber- 

SOVLLI jA-s eoiyeEfandi pag. 97. , 

Caput D. 

De finihus et cofinibus arcuum multiplorunh ct de finuum in faSiores 

rejolutione. 

§. z. Lemmanotum. i^. fin.(a+0 = fin.acof.6+cof.afm.& 

%^. cof.(a+6) =s cof.acof.fr— fin.afin.&* 

§. oB. Ex his duabus formulis deduci poffunt expreflioYies fmuum & cofmuuM 
«rcuum, qui multipli funt alicujus arcus propofiti. Scilicet 

1°. c«f. 



xxni 

l^. •Qf.2fl(«co£Cfl4-a)) = cof.*fl-lin.^a fin*2fl(=5fin.(a+a)) = rifin^acof.a. 

a^ . cof.3a(sscof.(2a+fl))=cof.2acof.a-fm.2afin,a fm.3a(=fin.(2a+a))=:fm.2acof.a+ cof.^n.a 



cof.^a 
-3Cof.afin.^a 



= 3fin.acof.^a 
— ^fin.3a. 



3^ cof.4a(sscof.(3a+a))=cof.3acof.a-fin.3afin.a fm.4a(=fin.(3a+a))=fin.3flCof.a+cof.3afin.a 



s=4Cof.^afin.a 
—4cof.afin.3fl. 



=cof.4a 
— 6cof.*afin.*a 

4®. cof.5^(«=cof.(4a+a))=cof.4acof.a-fin.4afin.a fm.5a(=fm.(4a+a))=fin.4acof.a+cof.4afin.a 



sscof.^a 

— iocof.3afm.^a 

+ 5cof.afin.^a 



=5Cof.^afin.a 

— iccof.*afin.3a 
+ fin. ^a. 



5^. cof.6fl(=cof.(5a+a))=cof.5acof.a.fin.5afin.a fin.6a(=fin.(5a+a))«=fm.5acof.fl+cof.5afin.a 



=cof.6a 

— i5Cof.^afin.^a 
+ i5cof.*afin.^a 



=6cof.^^fin.a 
— 20Cof.3flfin.3a 
+ 6cof.afin.^a 



r— fm.^a. 
Exempla haec fufficiunt ad indicandam legem harum expreffionum , qua fit 



cofvcwa = cof.^wa 



2m 12IW-I 



fin.awa = — cbf.^-iafm.a 

I 



cof.«m-«afin.^a 



2m am-^a 



cof.^n^Safin.^a 



+ -_L . . .£^cof.3«n-4a fin. *a 
I 4 

-^..,i^cof.^«-6afm.6a 
I 6 



I 3 

*'^"fcof.^w-5afin.^a 



I 



201 2m*6 



1 
+.. 



. . .' 



cof,2m-7afin.7a 



2«! . 2W-I 



cof.*fin.«nMa 



+ fin.^n>a 



^2m 2m*2 r^ n 

H . . .- cof. 3a fm.«»-3a 

I 3 

+ — cof.a fin.«»-ia 

1 



cof« 
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cof.(2w4-T> = cof.2"M-ifl lm.(a'K+i)3= 2!^cof.a»'afin,a 

t * 13 

+ ^-^...^crf.»-^rm.<4 +?!!±£...^cof.^4alm.'^* 

-^•...^^cof.««-5«fm.*4 -,.a!±?...55:^oCa»-<ann,'a 

X 6 16 

• • • ■• • ^ 

I 

Demonftratur jautem modo mathematicls famaiari: quod, fi haec lex ohtlneat pro 
exponente quocunque propofito, eadem etiam yaleat |)ro exponente unitate majorL 
Sed lex locuni habet pro exponentibus 2 , 3 — . 6 : ergo & locum habet pro exponente 
fequente 7; inde pro exponente 8; & fic deinceps. 

§. ab. Termini igifcir, quibus expreflTio cofinus arcus «ipi» arcus a conftat, funt 
termini alterni binomii (cof.«+fin.«)«; fed alternis vicibus, a primo inde, fignis + & 
— affefti: & termini, quit>tis conftat expreffio finus areus ejusdem mP^ funt reliqui ter- 
mini alterni ejusdem binomii, alternis vicibus a fecundo inde fignis + & — pariter 
affeftL 

Quoniam autem dimidia fumma potentiarum ejusdem exponentis wfummae a+b 
& differentiae a — b duanam quantitatum realium a & b conftat terminis alternis bino- 
mii (a+ft)m, a primo inde, iisque figno + affeftis; dum dimidia differentia harum pote-« 
ftatum conjtinet reliquos terminos altemos etiam pofitivos : ut expreffio cofinuum ar- 
cuum muitiplofum reduci poffit ad fummam poteftatum fiinilium fummae & differenti» 
cofinus & finus arcus fimplicis; finus hic affici debet cofefficiente tali, nt potenti» 
ejus impariter pares figno — afficiantur, poteftates vero parlter pares maneant pofi- 
tivae. Quod fiet, fi loco cof.«+fin.« fubftituatur cof.«+fin.«3^-i; unde^dhanc de- 
ducimur expreffionem coHm . (cbf.^+fin.»r.,)n.+(cof.«-fin.^r-0..^ 

• Evo-i 



XXV 

Evoluta autem duarum poteftatum (con«+fin,8;7^-i)«*, (con«-fin.«7^-i)mdiffe^ 

rentia, omnes ejus termini afficiuntur coSfficiente imaginario J^— i; unde, ut expreffio 

rw • ^.•^•v.^c r.« -«, (cof.:5+fin.«7^-i)'"— (cof.«-fin.2;7^.i)m 
maneat realiS , mfenmus tin.mz =s i ! ^-ttt^ ^. 

Quodfi enim expreffiones hae verae fint pro exponente quodam m , eaedem etiam 
, valent pro exponente unitate majore m+i. 
Etenim 
cof.(w+i)2 = cof.«2 cof.«— fin.w» fin.» 

(cof.g4 fin.z^'-i)'M-(c of.z - fin.g^'-! )"' (cof.g+fin.«v^-i >f(cof.g-fin.g^'-i) 

^z ■ ■ ■ ■ .. I ■ ■ ^ ' " - ■ ■ 

(cof.g+fin.gy^-i)'»— (cof.g -fin.gv^-i)"* (cofg+fin.gy^-i)— (cof.g-fin.gy^-i) 

Qu^ fumma reducitur ad (con^+fin.^v^-O^^^i+^cof^-fin.:^^--!)»^^.!^ ^^. propofitum, 
• Eodemque modo fit fin.(m+i)^ = (con^+fin.^v-- i)>»^Mcon^-fin.^v^-i)m^f 

1 

Obfervatio. Exprefliones hae imaginariae ( quae in calculo inprimis integrali , & ia 
ferierum fummatione frequentiffime ufurpantur) mera funtfigna, majoris calculi faci- 
litatis gratia ab mathematicis introdufta. Partes earum (cof.« + fin.2y"-i)m feor- 
fiiri fumtae omni fenfu carent; & operationes his fymbolis juxta regulas calculi litte- 
ralis ad eas extenfas inftitutae eatenus tantum quantitate^ reales ultimo exhibent, 
quatenus termini imaginarii, quos expreffiones illae continent, fefe mutuo deftruunt. 
Scilicet aequatio 20 = («+rf)+(«— d) femper obtinet, quidquid fit d; ideoque etiam fi 
d involvat fignum impoffibilitatis., quod utramque expreffionem fl+rf, a—rfpariter ira- 
poffibilem reddit. 

§.«r. Quoniam coL^z^iS^^^^'''''^' ^"■^(cor^-fin.^r- pm 

et fin ff,.>- (cof-^+fi°-^^- ''—(cof.g- fin.gr- 1)« 

erit scof.m» ^(cof.a+fin.atr-i^i^+^cof.z-fin.sr-i)» 
et afin.uM! V-i = (cof.«+fin.«r- 1)« — cof.a - fm.z K- 1)"» 

**•** Unde 
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Ujwie fit 
et 

Hinc 

ct 

Unde 



(cof.z+rm.zV- i)'«=!Cof;«a+fin.«i2?^- 1 
(cof.a-fin.2j^- i)w =3 cof.««-fin.wa>^- 1 

cof.«+-fin.»>^- 1 - (cof.«a+fin.w» A i) 
cof.»- fin.»r- 1 =: (cof.m» - fin.«»»r- 1)' 



t 

m 

I 
m 



cof.« 



.m 



^ (cofwi24-fin. m?^-i) +(cof.«z-fin.»»«>^-i) 

2 



fm.z 









m 



Proinde eadem lex, quae valet pro fmibus & cofmibus arcuum -multiplorum, pa- 
nter valet pro finibus & cofinibus arcuum fubmultiplorum. 

§. ad. Theorema Cotejumum (a fagaciflimo ejus auftore denominatum) illud efl:, quo 
demonftratur, funftiones utriusque formse «n + fin in faftores binomios aut trinomios 
refolvi modo fequenti; 

1«. fl««4-^»"=(<w-2«5cof.^+W) a**. oan+x+6««»+i^a+i)x(aa-2flicof.-i-9H-W) 

X (a«-3a*cof._1.7r+W) y.faa-^abcor.^^-r+bb) 

so ' ^ 2«+I ' 

X (afl-aii6cof.-1^^^6) X(afl-2a!rcof.— ^sa+W) 

2» '. " 3fl+I 



X (fla-aa5cof.?^9T+W) 
X (fla-2a*cof.?^^+AA) 



2»- 2 



X (aa-2afccof. — ; — Tir+bb') 

2n+i 

X Caa-2a^of. sr+^M 

2 



3^. a^^^bzn^(aa.bb)Xiaa^2abcoL^7r+bb) aO^ a«fl+I-W«+i=ra.Mx(aa.aaicof.— ^+W) 

X raa.2aftco£-4 -*?»+ W) 
^ X (aa-oaicof. — ~7r+bb) 



X (aa-5a*cof.-4^+W) 
X (aa-i:ateof. — 7r+ W) 



X (aa.:^fcof.3^7r+W) 

2» 



X (aa.3aJcoCi^9r+**) 



A» 



a«+i 



^^-^9H-6i) 



X (aa-aa&cof. 

2»+I 

X (aa-aa^cof.-^^*^*fr)« 

Theo- 



S -i" 



«<.— 






xxvn 

« 

Theoremati huic demonftrando (quod a variis auftoribus praeftitum eft) non im- 
tnoror; quamvis talis ejus demonftrationis compotem me eife credam, quae iimplicitate 
fua iefe commendat. Pergo ideo ad illius applicationem» qu3e deinceps utilis erit 

§. ae. i^. In prima formula fiat assb es n 

fit z ^ 2(i— cof.— tt) 

Xa(l— coC^sr) 
Xs(i— cof-S.^) 

* • • 

X2(i— cof.??:^!»-) 

31» I 

-» 4« fin, *i-i> fm. *-i p fia » i-i» ... fm. » ^3 »fiiu» 2!LLi 
Unde r^a^ z«Gn.J-prm.-^prm.Jlp...rm.^prin.^^. 

2» 3» 3» 3» 3» 

ij^. Ex fecunda formula fit pariter 

r ^ « 2« fin. -A_ j; fm. -4- i; fin.^> . . . C^^~P fm. ^* 



an+i 2n+i* an+i* a«+i* 2»+i^ 

gO^ aan«.52aaB(aa-W)(fl2n-:t+«2n-4^3+fl^n-6i4^^ ^ . +a*i«n-4 + *2nr2) 

Hinc fl^n-^a«n-4W+a2n-6M+,..+a*Jan-4+*«n-a = (afl-lfl6cbf.i7r+W) 

X (ofl - aa& cof.i ^ + 56) 

n ' 

' . X(flfl-aflfrcoCi7r+W) 



X (flfl - aflfr cof.— 7r + 5*) 

11 

X (flfl - aflicof.-^ + W). 

ff 



Hincfaais iis=:ft==:i: ii:=4wrm.*Ij:^fm.»ipfm.*ip • . . fm.»^|?fm.»!i!l^ii 

N. H II ' « n 



et r»=»«>-ifm.ipfin.ipfin.ip... fin.- 



-a 



pvm.^pvm.^p ... lin. — p fm. — p. 
»1 » » « « 



4*. Ex 



xxvni 

• w 

4®. Ex quarta formula fit pariter 

a«+i 2»+i a«+i i»+i 



/^fin. 



r^» 



a«+i 



§. af. Poft Cotefium theorema ipfms fuit amplificatum , & formula quoque 
a^ + aa» ^o cofcp + 6«o refoliita in faftores, ut fequitur, prouti n numerus eft par aut 
impar: 



« (ofl-aa&cof^ + W) 

Stfl 

X(«a-afl*cof.H±i?+i*) 
X(afl.2flicof.4^11^ + W) 
X(flo.2aicof.45i^+W) 



a^. fl4o+a - aan+iin+icofa^p + b^^z 
s= (aa -aaicof.^^? — Ubb\ 

X (oa - 2flfr cof.^^^ + W) 
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§. ag. Hinc faftis ^ = ft = r , erit 
i^ 4fm.^(p==4a«fm.^-ifm.»^fm.«?±?^^ 
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et fm,<p=aan-ifin.lfm.^ fin.^fm.?^ fm.?I±2,., fm.(2:i2^fm.(22>^ fm,?^ 

2» 211 2« 2,n %n an %n %n 

2°. 4fm.»(p=4»»+'fin.»-^fm.«^fm.«-^fm.«?^fm>H±i...nn.»:!Z[±fm.»5^ . 

^ 2«+i an+i a«+i 2«+I 2»+I 2«+I 2«+I 

et fm.?- a«nfin.^_4_fin.^ fm.^ fm.*-^fm'.^-:^.. , fin.J^fm.**^. 
^ a»+x a»+i ;i»+i a»+i »»+i ao+i a»+i 
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Caput Primum. 

De Ufnitibus Qi^antitatum et Rationum , feu de Metbodo 

Exhauftionis, 

§. I. 

Definitianes, i°. |\i quantitas mutabilis femper minor fuerit quantitate 
dat& (mutabili fcilicet homogenea, quod deinceps femper fubintelligatur) j fed 
ita augeri poterit, ut major fiat quacunque quantitate dati, qu» minor eft 
prima quantitate datft (& tam cum hac quam cum mutabili homogenea, quod 
pariter deinceps fcmper fubintelligatur): haec prima quantitas data/ dicitur 
Limes Quantitidis fnutabilis erefcentis. 

i^. Et fi quantitas mutabilis femper major fiierit quantitate dati, fed ita 
minui poterit, ut minor fiat quacunque quantitate dat^, quae major efl: prima 
quantitate dat^ : haec prima quantitas data dicitur Limes Quantitatis mutabitis 
deerefeentis. 

3®, Si ratio mutabilis femper minor fiierit quam ratio data; fed ita augeri 
poterit, ut major fiat ratione qu&cunque dati, quae minor eft ratione prima 
dat^ : haec prima ratio data^dicitur Limes Rationis mutabitis crefcentis^ 

4*^. Si ratio mutabilis femper major fuerit quam ratio data; fed ita minui 
poterit, ut minor fiat ratione quacunque dat^, qu» major eft ratione prima 
datl : haec prima ratio data dicitur Lifnes Rationis mutabilis decrefcentis^ (a) 

E re efle cenfeo definitiones has nonnuUis exemplis illuftrare. 

Sit progreffio geometrica decrefcens: i, p, P^f F f P^- • . • • f ■*"*'; in 
qua proinde p-e& minor unitate. Summa n primorum terminorum hujus pro- 

gref- 

(a) DefinitioDefl hae , pariter ac propofitiones* nonnullae hoc capite expofitae , defnmptae 
fnnt ex Opnfcalo R« Simson , infcripto : De Lifpitibus Quantitatum & Rationwn 
Fragm^ntum; qnod reperitar interOpera pofthQroa infignia illins Geometrae» impen- 
fia Viri .erQditiiTimi , & fcientiarnm mathematicamm fantoris generofifiiQii Comitia 
Stamhops in lacem edita : Glaagaae 1776. 

A 



greffioms eft : ^ ^ = --i— — JS — . Ideo fumma quotcunque 

hujus progreffionis minor eft quantitate -JL.. Atqui: auctfi n, quantitas f», 

& ideo etiam quantitas -£-~, poteft fieri minor ^quacunque quantitate datft; 

I p^ 

ideo quantitas — -£- — poteft fieri major quacunque quantitate ditft, 

* p ^ ~ P 

quaeminor eft quantitate datft — i-. Hinc quantitas — L. dicitur limes va- 

Iqris cum numero terminorum continue crefcentis, quem fununa progreffionis 
illius geometricde obtinet 

Idem valet de fummis nonnuUarum aliarum progreffionum# quales funt 
feries niunerorum figuratorum reciprocorum , aut aequimultiplorum five {xxh^ 
multiplorum eorundem. 

Skv.gr. S-Jj + ^ + j?I + j?j + r-.+^r -^^+^ 

I r I 
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Auft6 «; quantitas -L- poteft reddi minor quacunque quantitate propofita. 
Ideo I limes eft funrni» crefcentis progreffionis illius. 

Diftinftio inter valorem & limitein quantitatis per incrementa continud 
minora mutabilis apte illuftratur exemplo fpatiorum afymptoticorum ; quo- 
rum magnitudo fepe limitatur, quamvis aliqua dimenfionum eorundem fme 
fine crefcere poflit. Sic fpatium inter duas lineas ordinatim applicatas curvae 

loga- 



,'( 
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logarithmicae (ad Afjrmptotum tanquam Axem relatse) comprehenfum , • accu* 
rate 2equale efl: redlangulo fafto ex fubtangente & difFerentia iliarum appli^ 
catanim. Atqui minor harum ordinatarum poteft reddi minor lineSl quacun^i 
que magnitudine dat^; proinde major harum ordinatarum limes efl: diiferen* 
tiae crefcentis earundem. Et reftangulum faftum ex fubtangente & majori 
oydinata , efl: limes fpatii logarithmici crefcentis , quem fpatium hoc nun- 
quam attingit, fed ad quem accedere potefl: propius quam fpatium quodcunque 
dato praedifto reftangulo minus. 

Exemplum adum. Demonftrante Archimede (^de Sphcera & Cylindro^ 
licet circulo infcribere & circumfcribere polygona ordinata cognomina feu 
fimilia, quorum ambitus & fuperficies ab ambitu & fuperficie circuli dif- 
ferunt minus quam uUk line^ aut ull^ fuperficie aflignata. Jam vero am- 
bitus & fuperficies circuli majores funt perimetris & fuperficiebus polygo- 
norum infcriptorum; minores vero perimetris & fuperficiebus polygonorum 
ckcumfcriptorum. Ideo ambitus & fuperficies circuli funt refpeftivd limi- 
tes perhnetrorum & fuperficierum (crefcentiuni aut decrefcentium) polygono- 
rum ordinatorum , quae circulo infcribuntur , aut eidem circumfcribuntur. Eo* 
dem modo fe habent fuperficies & capacitates cylmdrorum, conorum, fphae- 
Tarum, ad fuperficies ac folida prismatum, pyramidum, polyhedrorum, iilis 
infcriptorum aut circumfcriptorum* 

Item : Ratio aequalitatis limes eft rationum crefcentium aut decrefcen-* 
tium, quas perimetri aut fuperficies polygonorum regularium circulo infcrip* 
torum aut cu^cumfcriptorum habent ad ambitum & fuperficiem circuli. Idem 
valet de rationibus, quas cylindri, coni, fphaerae habent ad prismata, pyrami^ 
des, polyhedra, ipfis infcripta aut circumfcripta. 

Exemptum 3«»«"". Sit curva quaecunque ad axem aliquem relata. Reftae 
huic axi ordinatim applicatae continuo crefcant; a zero usque ad maximam 
ipfarum, quae fumatur pro bafi. Axis dividatur in partes quotcunque inter fe 
aequales. Per omnia punfta divifionis ducantur ad curvam reftae axi ordi^ 
natim applicatae. Super bafi & omnibus reftis ordinatim applicatis conftruan- 
tur verfus verticem parallelogramina> quorum altera latera fint partes aegua- 

A 2 les 
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les axis. Haec parallelogramma dicantur curvae circumfcripta. Pariter fiipef 
omnibus reftis ordinatim applicatis bafi parallelis conftituantur parallelogram- 
ma ad partes bafis , quorum altera latera fint partes aequales axis. Haec pa- 
rallelogramma dicantur curv» infcripta. (Vide Fig. i»"».) 

Exceifus qu6 fumma parallogranunorum circumfcriptorum fuperat fiun- 
mam parallelogrammorum infcriptorum; aequalis eft parallelogrammo circmn- 
fcripto omnium maximo. Atqui bafis hujus parallelogrammi datur magnitu- 
dine : ergo , imminuti altitudine , parallelogrammum hoc poteft fiert minus 
quocunque fpatio dato^ Ideo differentia praediftarum fummarum p<Jteft fieri 
minor quocunque fpatio dato. Jam vero fuperficies curvae major eft fum- 
m& parallelogrammorum infcriptorum , fed eadem minor eft fumm^ parallelo- 
grammorum circumfcriptorum; & quantitas, quft ab alterutra harum fum- 
, marum differt, minor eft differenti^ muturj praediftarum fummarum. Ergo 
figura curvilinea limes cft, tam fununae crefcentis parallelogrammorum ipfi in- 
fcriptorum, quam fummae decrefcentis parallelogrammorum eidem circum- 

fcriptorum. 

Reftae axi ordinatim applicatae ponantur eidem perpendiculares. Soli- 
dum rotatione praediftae figurae circa axem genitum limes erit tam fummas 
decrefcentis cylindrorum fimul genitorum rotatione reftangulorum curvae cir- 
cumfcriptorum, quam fummae crefcentis cylindrorum fimul genitorum rota- 
tione reftangulorum curvae infcriptorum. 

§. 2. SchoHuM. Sit quantitas aliqua data limes quantitatis mutabiiis cre- 
fcentis vel decrefcentis. Utrique illarum addatur, aut ab utraque fubtraha- 
tur eadem aliqua quantitas. Prior fumma, aut prior differentia, limes etiam 
erit pofterioris fummae, aut differentiae, crefcentis vel decrefcentis. Si vero 
utraque quantitas ab aliqua eadem quantitate fubtrahatur : prius refiduum 
limes erit pofterioris decrefcentis aut crefcentis, 
fig.5U Nempe denotet jiB quantitatem datam, quae limes fit quantitatis mu- 

tabilis V. gr. crefcentis jiX. Utrique illarum addatur , aut ab utraque fubtra^ 
hatur eadem quantitas ^C aut -^* : prior fiunma CB , aut prior differentia 
CB, limes quoque eft crelcentis pofterioris fummse CX, aut pofterioris dif- 

feren- 



\ 



ferenli» CX. Si vero utraque illarum fubtrahatur ab eadem quantitate -/fC": 
prius refiduum CB limes eft pofterioris refidui decrefcentis C"X Quod per fe 

patet 

§. 3, Thearema. Sit quantitas data liraes quantitatis mu.tabilis crefcen-* 

tis vel decrefcentis. Dico rationem aequalitatis limitem effe rationis decre- 

fcentis vel crefcentis , prioris quantitatis ad pofteriorem. 

Nempe. Sit quantitas data AB limes quantitatis crefcentis v, gr. -4X 
Dico rationem AB : AX pofle accedere ad rationem gequalitatis , propius quam 
ad eam accedk data quaecunque ratio majoris ad minorem. 

Demanjlratio. Quaecunque detur ratio majoris ad minorem ; fiat ipfi a&qua-- 
lis ratio ^B ad jtD, quae minor erit quam jiB. Et fiat AKi^ AD (quod 
poffibUe eft per hyp.) Exit AB : /V[<JB : AD. (a) 

Eodem modo demcmftratur de aiteroLimite. 

yieiffim fi ratlo 3equalitatis fuerit limes rationis decrefcentis aut crefcentis 
alicujus quantitatis datae ad quantitatem mutabilem: Dico quantitatem datam 
limitem efle quantitatis mutabilis crcfcentis aut decrefcentis. 

Sit (ex. gr.) ratio aequalitatis lim6s rationis decrefcentis quantitatis datae 
AB ad quantitatem mutabilem yiK Dico: quantitatem mutabilem AX fo(h 
fieri majorem quacunque quantitate dati AD^ quae minor eft quam AB. 

Etenim per hyp. rattio AB : AX poteft fieri minor ratione data AB : AD 

majoris ad minorem. Faftum fit: et cum AB : AX < AB : AD 

erit AK> AD. 

Eodem modo demonftratur de altero limite. 

Exmpta. Cum perimeter & fuperficies circuli limites fint perimetrorum 

& fuperficierimi crefcentium aut decrefcentium polygonorum ordinatorum , quae 

circulo infcribuntur & circumfcribuntur : ratio aequalitatis eft limes rationum 

A 3 decre^ 

(^) Qnoniam demonftratioQes plerariiinqiie 'propoiitionnni hoc Capite evolntarum inae- 
qnalinm rationum proprietatibna nitnntUr: iicui non fuerint fatis notae; ille adeat 
eximiam DifTertationem infcriptam : Propojitionum de Kationibus inter fe diverfis 
Demonjtrationes f .ex folis Libri F, Etement. definitionibvs & propofitionibus de^ 
duSce; quam Praefide celeb. Prof, Pfletderer publke propofuit & defendit omat. 
Ctndid, Haubsr. Tubing. 1793. 



aecrefcentium autcfefcentiumperimetri,,&fuperficiei circuli, ad perimetros & 
faperficies polygonorum - regularium ipfi infcriptorum aut circumfcriptorum. 
'Idem valet de fuperficiebus & capacitatibus cylindrorum, conorum, fphaera* 
nmi, refpedu prismatum, pyramidum, polyhedrorum, quae ipfis infcribuntur 
& circumfcribuntur. 

Item: cum area figurae §. i. Ex. 3. Fig. i. limes fit fummarum crc-^ 
fcentium aut decrefcentium parallelogrammorum , quae ipfi infcribuntur aut cir- 
cumfcribuntur : ratio aequalitatis efl: limes rationis decrefcentis aut crefcentis 
cjusdem figurse ad fummas praediftas. Idemque valet de folidis ibidem conune^ 
moratis; & de frnnmis cylindrorum , qui ipfis infcribuntur & circumfcribuntur. 

§. 4, Theorema. Sint duae quantitates homogeneae limitum capaces; ad 

quos vel utraque quantitas crefcendo» vel utraque quantitas decrefcendo, con^ 

tinue propius accedit. Sitque ratio harum quantitatum mutabilium femper 

eadem; feu aequalis rationi datae: dico rationem limitum ipfarum aequalem 

eife eidem rationi datae. 

rig.3. Smt jtB, Cbf limites duarum quantitatum mutabilium ^X, CX Sit 

ratio ^X : CT femper aequalis rationi datae i» : »: dico rationem limitum 

^ , CD aequalem efie eidem rationi datae m : n. 

^o. i^, Sint jiB, CD limites quantitatum mutabilium crefcentium u4X, CT. 

Si ratio AB : CJ3 non fit aequalis rationi datae m : «; erit ea major aut 

minor. Tum vero , priore quidem cafu , ratio m : n aequalis erit rationi ali- 

cujus quantitatis minoris ipIH AB zi CD; altero autem cafu, ratio m : n sequa^ 

lis erit rationi uiB ad aliquam quantitatem minorem quam CD. Proinde utro- 

que cafu unus ex limitibus minui deberet, ut ratio limitis ita imminuti ad 

alterum limitem fieret sequalis rationi m : n. 

Sit itaque, fi fieri poflit: tuinaz JB: CD'i<CDy Sumatur Cr> CDf 
(quod fieri potefi: per hyp.) 

cr '.AX 

CTf.AB 
CD\ AB 

CEf {eonfir.') 

AB contra hypothefm; cum AB fit limes 

quantitatis crefcentis AX. 



Tum fiat 


fi : 


m 


:ss 


Atqui 


•t : 


m 


ss 


Ergo 


cr.AX 


:s= 


Sed 


cr 




> 


Ergo 




AX 


> 



a». 






0,^. SintJB, CD limites qiiantitatum mutabilium decirefcentium -4?, CT. Fig.g. 

Si ratio AB : CD non fit aequalis rationi datae m : n\ rurfus erit ea ma« 
lor aut minor. Tum priore cafu ratio m : n aequalis erit rationi ipfius AB 
ad aliquam quantitatem majorem iplS CD; altero cafu ratio m : n aequalis 
erit rationi alicujus quantitatis majoris ipfa /tB ad CD. Ideo utroque cafu 
imus ex limitibus augeri deberet, ut ratio hujus limitis ita aufti ad alterum 
limitem fieret aequalis rationi i» ; ». 

Sititaque m : n ^ JB : CD' (>CD> Sumatur Cr<CD' (quod fieri 

poteft per hyp.) : Et fit n : m ^ CT : AX 

Atqui »:•!•» CDl : AB 
Ergo CT: AX ^ CD : AB 
Sed cr < CDl 

Ergo AX < AB, contrahypothefin; cum^ 

fit limes quantitatis decrefcentis AX 

Ratio * igitur m : n neque major eft: neque minor ratione limitum. Pro- 
inde ratio limitum aequalis eft rationi m : n. 

ObJervaHo. Haec propofitio unum eft ex praecipuis fundamentis methodi 
cxhauftionis, qualis fedulo fuit ab Antiquis exculta, atque ab Euclide & 
Akchimeoe nobis transmifla. 

En aliquot exempla illam illuftrantia. 

Perimetri polygonorum ordinatorum fimilium , circulis diverfis infcripto* 
rum, funt in ratione data radiorum circulorum, intra vel ckca quos defcri- 
buntur. Sed perimetri circulorum funt limites perimetrorum crefcentium po* 
lygonorum ipfis infcriptorum , & limites perimetrorum decrefcentium polygo- 
norum circumfcriptorum. Itaque perimetri circulorum funt inter fe in eadem 
ratione data ; fcilicet in ratione horum radiorum. 

Item: fuperficies circuli Ihnes eft fuperficierum crefcentium aut decre- 
fcentium polygonorum ordinatorum, quae ipfi infcribuntur aut circumfcribun- 
tur. Sed fuperficies polygonorum fimilium diverfis circulis mfcriptorum aut 
circumfcriptorum funt in. ratione dupUcata radiorum praediftorum circulo- 
rum. Promde fuperficies circulorum funt etiam in ratione duplicata radio- 
rum fuorum. ^. . 
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Sint du^ pyramides aeque altae, quarum bafes in eodem plano, .& qa» 
fitae fmt.ad easdem partes hujus plani, , Altitudo communisi harum pyrami- 
dum fedetur in quotcunque partes aequales; per punfta divlfionls agantur 
plana bafi paralleia ; & utrique pyramidi infcribantur & circumfcribantur pris- 
jnata , ad normam eoram , quae de parallelbgrammis infcriptis & circumfcriptis 
§. I. Ex. 3, difta fuerunt» Utraque pyramis limes eft fummarum crefcen^ 
tium aut decrefcentium prismatum, quae ipfi iufcribuntur & circumfcribuntur. 
Proinde 4emonftrata, praediftas prismatum correfpondentium fummas inter fe 
€ire in ratione|data bafmmpyramidum; licebit concludere: rationem limitum 
harum fummarum , feu ipfarom py ramidum , aequalem eife eidem rationi datae 
bafium. 

Eodem modo demonftratur: tam cylindros quam conos aeque-altos effe 
inter fe uti bafes: cum folida Tiaec limites fint prismatum aut pyramidum, quae 
ipfis infcribuntur & circumfcribuntur. 

Hinc etiam fi cylinder & conus aequd alti eidem bafi infiftant : cylindejf 
eft triplus conl 

Hinc rurfus fuperficies tam cylindrorum quam conorum fimilium funt in 
duplicata ratione dimenfionum fuarum homologarum; foliditates autena in ea^ 
dem ratione triplicata« 

Hinc tandem fluunt nunquam fatis laudata Archimedis inventa de fuper^ 
ficie & foliditate fphaerarum. 

' Super diametro circuli tanquam axe defcribatur ellipfis quaecunque* 
Diameter haec fecetur in partes quotcunque aequalesj & utrique figurae infcri-* 
bantur & circumfcribantur reftangula ad normam eorum, quae §. i. Ex. 3, 
conftrufta fuerunt. Circulus & eliipfis limites [refpeftiv^ funt tam fumma- 
rum crefcentium parallelogrammorum , qu3e ipfis infcribuntur, quam fumma-» 
rum decrefcentium parallelpgrainmorum , quae ipfis curcumfcribuntur. Sed 

« 

fummae reftangulorum circulo & ellipfi infcriptorum aut circumfcriptorum fcmt 
inter fe in ratione conftanti prioris axis ellipfis ad axem d conjugatum. Ergo 

m 

ctiam circulus & elUpiis funt inter fe in ratione data horum axium. 

Similiter comparatio inftituitur fphaer» & eUipfoidis, rotatiohe circuli & 

ellipfis 
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ellipfis circa eundem axem genitaruin. Ncmpe foli(Ja hsec refpeftiv^ limi- 
tes funt fummarum cylindrorum , qiii ipfis infcribuntur & circumfcribuntun 
Atqui fummae iftae funt inter fe in ratione conftanti, qiwe eft duplicata ratiq.- 
nis hujus axis ad axcra ipfi conjugatum: ergo etiam fphara & ellipfois funt in- 
ter fe in eadem ratione dupiicata. 

Utilitas praefentjs propofitionis plurimis aliis applicationibus illuftrari pof- 
fet Sed haec abunde fuificiant 

§. 5, Theorema. Duae quantitates mutabiles heterogeneae , five crefcen^ 
tes ambae, five ambae decrefcentes, fint linutum capaces: et rationes harum 
quantitatum ad duas quantitates datas fmt femper inter fe aequales. Dico: 
rationes limitum hafum quantitatum mutabilium » ad easdem quantitates datas^ 
cffe etiam inter fe aequales. 

Smt Q & Q' duae quantitates mutabiles. Sint L & Z/ limites harum 
quantitatum fimul crefcentium, aut fmiul decrefcentium» ' Sint C 6c C duae 
quantitates conftantes. Sit femper Q : C = Q' : C 

Dico effe L : C :=^ V : C. 

Primus Cafus. Uterque limes L & L fit limes quantitatum Q & Q' cre*- 
fcentium. 

Si non e^ L:C^ II : C; alterutra] rationum L : C> L' : C; major erit 
altera; & proinde minuendus erit antecedens majoris rationis, ut alteri fiat 

> 

aequalis. Sitigitur, fi fieri pofllt: L—q:CsaL':C'. 
Fiat Q > L -- j (quod fieri poteft per hyp.) 



Erit Q : C> L— 5 

Sed Q : C = Q' 

Et JL— } : C =^ L' 

Ergo Q' : C> L 



C 

a <Iiyp.) 

c. 
c 

ideo Qi , > li ^contra hyp.) 

* 

Seeundus Cafus. Uterque limes L & JU fit lunes quantitatum Q & Q' de« 
csrefcentium. 

Si non eft L: C^ L : C: alterutra rationum L : C, L' : C; minor erit 
alterl; & proinde augendus erit anteMdens minm-is^raiionis, ut alteri fiat 
aequalis. Sit ideo , fi fieri poffit : JL + j : C = L' : C. 
.; '' B ^- ■ '• Fiat 



/* 
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Fiat Q <} £+4f (quod fieri poteft per hyp.) 
Erit Q : C < X+j : C 
Sed Q : C = Q' : C' 

Et i+5 : C = JL' : C' 

Ergo Q' : C* < L* : C* 

et ideo Q' < V (contra hyp.) 

^ Neutra ideo rationum £ : C, L' : C', major aut minor eft alterS. Promde hae 

duae rationes funt inter fe aequales ; feu L : C = L' : C'. 

Obfervatio, Hsec propofitio pariter eft unum ex fundamentis methodi ex- 
hauftionis Veterum. Dlius ope menfuram obtinere licet plurimorum extenfo- 
"jjum, data menfura aliarum quarundam magnitudmum; uti paucis oftendam 
cxemplis, defumptis a quadratura parabolae conicae, & cubatura paraboloidis 
rotatione parabolae hujus circa axem genitae. 
Fig.4» Sit nempe SMAB dimidium fegmentum parabolae conicae, cujus vertex^ 

abfcifla axis SB, & bafis axi ordinatim applicata AB. Et quaeratur area 
hujus fpatii. . , • 

Per verticem S, dufti tangente SD, compleatur reftangulum ^iBSD, & 
jungatur 5^ refta. Dividatur tangeris SD in partes quotcunque inter fe aequa- 
les, quarum una fit PP', Spatio parabolico exteriori SDjJJH, & triangulo 
SD^ circumfcribantur (aut infcribantur) reftangula aequd-alta (ad normam 
corum, quae §. i. Ex. 3. funt defcripta). Sint PJUmP', PqqP\ duo reaan- 
gula fibi mutu6 refpondentia , fpatio illi & triangulo v. gr. circumfcripta. Or- 
dinatae PM, P'M' occurrant bafi yfB in punftis R6cR'. 

Concipiatur triangulum SAD, & Te&angahim SBjiD ; gyrari circa tangen- 
tem 5*0 tanquam axem. Triangulum SJD gignet conum, cui circumfcriben- 
tur cylindri reftangulis Pj geniti; & reftangulum SBjiD gignet cylindrum. 
Per naturam parabolae MP : AD = SP* : SD* 

= PQi* 
= cyl.PQgP' 
Sed MP : JD ■= MP 

^ re&.PMnP' 
Ergo te^' PMmP' : re^.piijs^fr ^ cyl.Pq.qP' 



PR* 
cyl. PRB!F 

PR 
rea. PRItP'. 
cyI.PRRP'. 



Alti. 



II 



tABSD 
^ABSD. 



Altitudine PP* manente eddem; termlni confequentes omnium fimilium 
proportionum funt etiam conflantes. 

Hlac f. wft. PMmP' i f. na.PRRP' - t cyL P^^P* : CcyL PRRP'. 

feo {.tt€t.PMmP i ABSD ^{.cyl. PQqP" icyl ABSD, 

Hinc($.praBf.i)liin.f.reft.PiHinP' : ABSD ^ Hm. t. eylPgqP' i cyl ABSD» 

Sed (§. I.) lim. f. reft. PMmP = fpatio panbolico AMSD 

« et litn. f. cyh PQqP' » cono gyratione triangali SAD geoito. 

Ergo AMSD : ABSD « cbn.^<SD : cyl. ^B<SD 

Atqni (Arcliifli.dccono&iyI.) con. ASD t^ ^cyl ABSD 

Efgo AMSD^ 

Et AMSB^ 

Hoc eft: dimidium fegmentum parabolae, abfciffii axis, refta axi ordinatim ap^ 
plicata, & arcu curvae contentum^ xiquale eft duobus trientibus reftanguli cir«< 
eumfcripti. ^ 

, Porro : fit SAB dimidium fegmentum parabolicum , quod gyratione fua 
circa axem SB gignat fegmentum paraboloidicum. 

Jungatur •W refta, DuflA per verticem S, tangente 5Z7, compleatur re- 
EbmjSuJiim jiBSD. Dividatur axl^ Sfi ip parte^ quotcunque iaequaies, quarum 
utia;fit PP^. Spatio {)araboliqo & triangulo SAB circumfcribantur (vel infcri^ 

« • 

bantur) reftangula aequ^ alta (ad normam .§. !• Ex» 3.). Sint PMmP\ PQ/iF, 
dua reftangula. fibi invicw rjei^jDulentia , fegmento parabolico & triangulo cir^ 
cumfcripta, & reftae /W, #^iH', axi prdinatim applicat», occurrant feftae AD 
in.puQfti&^&£'. 

^er.iutonm.ptnbolie •tt SP i SB «■ PM* 

« PM* 
.' =s cyl, PMmP 

Atqoi SP : SB a= PQ 

« reft. P^^P* : reft. PRRP 
Ergo reft.P^^P' • reft.P/lHP' a= cyLPJ»|i»P' : cyLPilKP', 

- Altitudine PF manente eadem : tennini confequentes omMum iimilium 
propof tionum funt ctiam conftantes. 

B a Ergo 



AB* 
PR* 

cyL PRRP- 
AB 

i 

PR 



■A 



FigS. 
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feu f. reft, P^^T^ : reft. ABSD « f. cyl. PMmP ; cyhuiBiSjD 

Ergo lim. f- r^a. PO9F : i:eft,-4BiSZ» « Hm, f. cyL PMmP* : cyl-4JB<SD 
Sed (§. I. Ex.3.) . linuf.rea. P99P' = triaDg.-4*SB 

lim. f. cyl.Pikf/7i P* = parabolojdl -^iWiSB. 

Ergo trlaiig.^5B : re6t -4B*SD ss parab. -4ikf5B : cyl.^<SD 
Scd triaug.^^B «= ' rcft. ^<SJD 

Ergb • - . , ^ - - • parab.-4Af*SBs: icyl.-^FtSJD. 

Hoc eft: paraboloides gyratione dimidii legmenti parabolici cijrca axem fuum 
genita eft fubdupla cylindri circumfcripti. 

Schotium. Exempla haec declarant, quomodo cognita ratione duonrni ex* 
tenforum faepiiis determiflari poffit ratio , quam invicem habent duo alia extenlk 
pnpribus heterogenea. - In priori exemplo, tatio data, quam mutu6.habent. c6- 
nus & cylindrus aeque alti fuper eadem bafi, deduxit ad rationem, quae intepi 
cedit inter dimidium . fegmentum parabolae & reftangulum circumfcriptum ; in 
pofteriori, ratio data trianguli & reftanguli aequd altorum fupex eadem baii 
idem praeftitit pro paraboloide & cylindro huic circumfcripto. 

i §. 6. Theorema. Sint duae aut plures quantitates mutabiles, qaaejfimul 
fieri poffint minores quacunque quantitate propofita : dico earum fumiham poffie 
etiam quacunque data quantitate fieri minorem. 

Sint Xy y, z, V quantitates mutabiles, quarum numerus n, qua» 

limul fieri poffirit quacunque qttantitate jJropdita riiinores: dico, fummam ha* 
rum quantitatum mutabilium pofTe fieri quacunque quantitate data minorcm. i 

Etenim dividatur quantitas a in tot partes %quales , quot funt quantitates 
mutabiles. Fiant fimul (quod poffibile per hyp.) fmgulae quantitates mutabiles 
uni illarum partium minores. Proinde fuirima omnium quantitatum mutabi- 
lium minor erit praedifta parte, toties fumpt^ quot funt quantitates mutabiles, 
feu minor quantitate propofita. 

♦ Corollarium i. Idem a fortiori ralet de differentia dusgrum ejusmodi qv»n- 
titatum mutahilium, & de exceflU, qup fumma aliquot ejusmodi quantitatum 
mutabilixmi fuperat fummam reliquarum* 



. . Corol* 
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CoroUarium 2. Sit quantitas mutabilbi , quae minor fieri potefl: quacunque 
quantitate data: & ea quantitas muitiplicetur per numerum quemcunque n 
(po/itivnm). Dico, produftum inde ortum polTe etiam minus fieri quacunque 
quantitate propofita. 

Sit n numerus integer: res patet per Propofitionem. 

Si vero n non fit numerus integer : fiat produftum ex quantitate mutabili 
per numerum integrum, ipfo n proxime majorem, minus quantitate data: erit 
a fortiori produftum ex quantitate.mutabili per numerum n minus eadem quan« 
titate data. 

§. 7. Theoremata varia* 

I*. Si rationis mutabilis crefcentis v. gr. Cd) X : T limes fit ratio data 
ui : B. Erit (invertendo) rationis decrefcentis T : X limes ratio B : j1. 

Quoniam (per hyp.) X ; T -^ j1 : B . 

eft r : X> B : J. Sit^>5,&promde^:/f>^:^; 

dico fieri poffe T: X < B!: J, 

Etenimperhyp.fieripoteft X: T> A : 5', 

fiat: &erit . T: X< El : A. 
a®. Si rationis mutabilis crefcentis v. gr. Z : T Ume? fit ratio data AxBv 
efit (convertendo) rationis mutabili^ decrefcentis X : JT— T, ITmes ratio data 
A : A—B. 

Quoniam (per hyp.) X : T < 4 i B 

^ efl:^ X: X^T > A: A^B. Sit autem S' > J5 , & proind© 

A^B^ < A-^B 
& A:A^Bf> A : A—B 
Dico fieri poffe X: X^T < A: A—S. 

Etenim quoniam B'^^; eft A \ It < A : B\ 

Sed (per hyp,) fieri poteft X : T> A : S ^ 

Fiat;&erit - • - X.X^T < A:A—Bl. 

3*^. Si rationis mutabilis crefcentis v. gr. X: 2", limes fit ratio data A : 5; 

^^^* dmdendd^ rationis mutabilis crefcentis X-^T: riimes, ratio data 
A ij^ B : B* 

B 3 QuQ- 

(a) Qaecanqae dicflm de tatioHe tfefcentei difta InteUigaDtar de ratiotie decrefcentei 

matatis mntandii. 



H 



Quoniam (per hyp.) X : T < A : S 

X±T: T< A±B : B. Sit autem A <jf; & proindc 



Dico fieri poffe X±Ti T > A±B: B 

Etenim quoniam' A<A 



A±B <Jl±B 
& A±B:B<ji±B:B 



A: B<A : B 
Sed(perhyp.)fieripoteft X : T> A . B 
Fiat; & erit X±T: T> A±B: B. 

§. 8« TheorenuL Duae quantitates mutabiles femper inter fe lint in ra« 
tione data. Et quantitas data fit limes unius hanun quantitatum mutabilium 
crefcentis vel decrefcentis : dico, darietiam quantitatem, quae fit limes iilterius 
quantitatis , crefcentis vel decrefcentis , & quantitatem hanc eam efle , ad quam 
prior data quantitas habet eandem rationem datam, 
Fig. 3. Sint AX, CT duae quantitates mutabiles datam inter fe habentes rationem 

a : /• Sit AB quantitas data, quae fit limes quantitatis mutabiiis AX crefcen« 

tis V. gr: dico, dari alteram quantitatem CD, qu» erit limes alterius quanti- 

■ 

tatis mutabilis crefcentis CT; & quantitatem hancCD eam efle, ad quam quan^ 

« titas data AB habet rationem datam a : c. 

Etenim fiat n : c =. AB : CD 

per hyp. AX : CT = a : e 

Ergo AX : CT ^ AB : CD; ]zmveto AB> AX (yiyi^.y ergo 

CD>CT 
hinc AB-AXiCD-^IT^ AB : CD 

feu XB : DT ^ AB :CD = a : t; ^DT^ BXy.L. 

a 

Sed (per hyp.) BX poteft fieri minor qualibet quantitate propofita; ergo 
(§.6.) & DT fimul minor reddi poteft quacunque quantitate propofita. Et 
proinde quantitas CD, femper major mutabiU CTj limes eft 'magnitudinis hujus 
quantitatis CT. 

Eodemque modo propofitum oftenditur de limite decrementi. 

§. 9. Theorema. Duae quantitates mutabiles eandem femper habeant ra- 
tionem ad duas quantitates datas A & J* Detur quantitas C, quae Umes fit 

unius 
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iinius illarum quantitatum five crefcentis llve decrefcenti^. Dico, dari etiam 
aliquam quantitatem C*, quae fit limes pofterioris quantitatis mutabilis pariter 
crefcentis aut decrefcentis ; & quantitatem hanc C' eam effe^ qu& fiat C : ^ «s 
C' : A. Demonftratur eodem modo quo Theorema praecedens. 

§. 10. Theorema» Duae rationes mutabiles fint femper inter fe aequales; 
^ fit ratio aliqua data limes unius harum rationum mutabilium crefcentis vel 
decrefcentis : dico , eandem rationem datam efle etiam limitem pofterioris ra« 
tionis crefcentis vel decrefcentis. 
Sit femper X : X ^ T : r. 

Et femper fit (v. gr.) X i X" <A: C; fed lim. -X" : -aT « -^: C 

Dico etiam lim. r:r= A.C. 

Etenim (per hyp.) -Y : jT = r : r 

Sed X:X'<A:C 

Ergo r:r< A: C. Sit OC; &proinde^:C>^:C. 

Fieri poteft (per hyp.) X:X> A: C; 

Fiat; Scent T :r> A: C. Proinde ratio A : C etiam eft limes - 
incrementi rationis T : r. 

CoroUarium. Si ratio aliqua data limes eft rationis duarum quantitatum 
mutabilium : eadem ratio data limes quoque eft rationis quantitatum , quae fiint 
aequd-multiplae vel aequd-fubmultiplae pofteriorum. 

§. II. Theorema. Sint duae quantitates datae, quarum una fit imiesali^ 
cujus quantitatis mutabilis decrefcentis ; altera vero limes fit alterius quanti^ 
tatis mutabilis crefcen^is ; ita ut magnitudines , quibus duae quantitates muta« 
biles a limitibus fuis refpeftivd difierunt, fimul fieri pofllint minores quibuscun« 
que quantitatibus propofitis. Dico : rationem , quam prior quantitas data habet 
ad pofteriorem , efie limitem rationis decrefcentis , quam prior quantitas muta^ 
bilis habet ad pofteriorem. 

Sit ^SJimes quantitatis mutabilis decrercentis ^f^T; & CD limes quantita« Ttg,6. 
tis mutabilis crefcentis CT, Quoniam cr<CD' ^ft ^ : Cr> ^B : CD, 
Dico: rationem'^^: CT pofle reddi minorem quacunque ratione propofita, *- 

quae major fit ratione jiB : CD. 

Sit 
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Quoniam (per hyp.) X : T < J : S 

X±T:r<A±B:B, Sit autem ^ <;^j & proinde 

A±B <ji±B 

& ^±B:B<J±B:B 
Dico fieri poffe X±Ti T > J±B : B 

Eteaim quoniam' jf<A 

A: B<A : B 

Sed(perhyp.)fieripoteft X : r> A' \ B 

Fiat;&erit X±r:r> A±B:B. 

§. 8. Theorema. Duse quantitates mutabiles femper inter £e fint in ra« 

tione data. Et quantitas data fit limes unius hanun quantitatum mutabilium 

tfrefcentis vel decrefcentis : dico, dari etiam quantitatem, quae fit limes idterius 

quantitatis, crefcentis vel decrefcentis , & quanfitatem hanc eameife, adquam 

■ 

prior data quantltas habet eandem rationem datam. 

Fjg.3. Sint AX, CT duae quantitates mutabiles datam inter fe habentes rationem 

A : /• Sit AB quantitas data, quae fit limes quantltatis mutabilis AX crefcen« 

tis V. gr: dico, dari alteram quantitatem CD, quae erit limes alterius quanti- 

tatis mutabilis crefcentis CT; & quantitatem hanc CD eam efle , ad quam quan^ 

« titas data AB habet rationem datam a : r. 

Etenhn fiat n : r =. AB : CD 

per hyp. AX : CT = a : e 

Ergo AX : CT ^ AB : CD; ]amvero-r^fi>-4y(hyp.): ergo 

CD>CT 
hmc AB'/iX:CD-CT^ AB : CD 

feu XB : DT ^ AB : CD = a: t; fnDT^ BXy^L. 

a 

Sed (per hyp.) BX poteft fieri minor qualibet quantitate propofita; ergo 
(§.6.) & DT fimui minor reddi poteft quacunque quantitate propofita. Et 
proinde quantitas CDy femper majof mutabili CT^ limfes eft 'magnitudinis hujus 
quantitatis CT. 

Eodemque modo propofitum oftenditur de limite decrementi. 

§. 9. Theorema. Duae quantitates mutabiles eandem femper habeant ra- 
tionem ad duas quantitates datas A^J* Detur quantitas C, quae limes fit 

unius 
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muus illanun quantitatum five crefcentis five decrefcentis, Dico, dari etiam 
aliquam quantitatem C*, quae fit limes pofterioris quantitatis mutabilis pariter 
crefcentis aut decrefcentis; & quantitatem hanc C' eam effe, qu& fiat C : ^ «s 
C' : -^. Demonftratur eodem modo quo Tlieorema praecedens, 

§. 10. Theorem. Duae rationes mutabiles fmt femper inter fe aequales; 
& fit ratio aliqua data limes unius harum rationum mutabilium crefcentis vel 
decrefcentis : dico , eandem rationem datam efle etiam limitem pofterioris ra-« 
tionis crefcentis vel decrefcentis. 
Sit femper X.X^T.T. 

Et femper fit (v. gr.) X\X! <A\C; fed lim. -2r : X = -^: C 
Dico etiam )m^ T \T ^ AvC. 

Etenim (per hyp.) X\X=T\V 

Sed X\X'< A\ C 

Ergo T\ T< A: C. Sit OC; & proinde ^ : C> ^ : C, 

Fieri poteft (per hyp.) X:X'> A: C; 

Fiat; & erit T : T> A: C Proinde ratio A : C etiam eft limes • 
incrementi rationis T : T. 

CoroUarium. Si ratio aliqua data limes eft rationis duarum quantitatum 
mutabilium : eadem ratio data limes quoque eft rationis quantitatum , quae funt 
aequd-multiplae vel dequd-fubmultiplae pofteriorum. 

§. II. Theorema. Sint duae quantitates datae, quarum una fit limesali^ 
cujus quantitatis mutabilis decrefcentis ; altera vero limes fit alterius quanti«# 
tatis mutabilis crefcen^is ; ita ut magnitudines , quibus duae quantitates muta« 
biles a limitibus fuis refpeftivd difierunt, fimul fieri pofllint minores quibuscun« 
que quantitatibus propofitis. Dico : rationem , quam prior quantitas data habet 
ad pofteriorem , efle limitem rationis decrefcentis , quam prior quantitas muta<* 
bilis habet ad pofteriorem. 

Sit ^^Jimes quantitatis mutabiiis decrefcentis .^fX'; & CD limes quantita- rig.6. 

tis mutabUis crefcentis CT. Quoniam ^^ ^ CD' ^^ ^^ • ^^ ^ ^^ • ^^- 
Dico: rationem * ^ JT : CT pofle reddi minorem quacunque ratione propofita, ♦- 

quae major fit ratione AB : CD. 

Sit 
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Sit enim propofita ratio qusecunque j^B : CE major ratione -45 : CD. 
Erit CE<CD. Porro, fit quantitas CF ^cS^^ ^ ^^'' "'^ ^^ * ^'^' *** 

ulG : Ci^. Quoniam CF>CE, erit ^G > -rf J?. Fiat fimul cr > ^ 
(quod fieri poteft per hyp.) 

Dico, fore AX : Cr<AB :CE 

Quoniam AX < AG; ... AX:CF<AG:CF 

< AB : CE 

Atqui CF <Cri ergo ^IX : Cr < -4X: CF 

ErgoaforUori AX:Cr<ABiCE. 

Obfervatio. Hinc ratio pofterioris quantitatis datae ad priorem eft limes ra- 
tionis crefcentis pofterioris quantitatis mutabilis ad priorem (§. i.) 

§.1». Theorma. Sint duae quantitates datae, quae ambae limites funt 
duarum quantitatum mutabilium fimul decrefcentium; ita ut exceffus, quibus 
limites fuos fuperant, poffint fmiul fieri minores quibuslibet magnitudinibus da- 
tis. Dico, rationera duarum quantitatum mutabilium fmiul fieri poffe majo-* 

■ 

rem quacunque ratione dati , quae fit minor ratione prioris limitis ad pofterio- 
rem, minorem vero quacunque ratione datft, quae ffiajor fit ratione prioris liml-» 
tis ad pofteriorem. 
Rg. 7* Sint AB , CD limites duarum quantitatum mutabilium decrefcentium AXj 

CT. Dico7 rationem AX : CT poffe fieri fimul majorem quacunque ratione datl 
AB : CEy qu3e fit minor ratione AB :CD; & minorem ratione data AF : CD, 
(qu3e fit major ratione AB : CD. 

Denionftratio. Etenim, fiant fimul ^%^ (^^od ^^^ P^^^^ P^^^ ^iyP-) 

eo. QaonUm AX > AB. eft AX : CE > AB : CE 
Atqui Cr < CEi ergo AX : Cr > AX: CE 

Ergo a fortiori AX : Cr > AB : CE 

a^. Quoniam Cr > CD, eft AF : Cr< AF i CD 
" Atqui AX<AFi eTgoAX:Cr<AF:Cr 
Ergo a fortiori AX : Cr < AF : CD. 

NB. Idem obtinebit, fi quantitates dat« fuerint^ limites duarum quantita- 
tum mutabilium crefcentium» 

Obfefm 
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I 

Obfervatia, Quamvis hisce cafibus ratio limitunT^S & CD non poflit dici 

femper efle major aut femper minor ratione quantitatum mutabilium jiX, CT^ 

quod ftrifto fenfu juxta definitiones (§. i.) requiritur, ut ratio data uiB : CD 

dlci poffit limes rationis mutabilis AX\ CY\ attamen, quoniam pofterior ra- 

tio, five fit major priore, five e^ minor, ad illam ita accedere poteft, ut njinus 

ab ea differat, quam duae rationes propofitae quaecunque, quarum una major 

altera minor eft ratione limitum , ita ut nullus fit exiguitatis quantitatum BF^ 

DE limes, quo rationum AB : CE, AF : CD ad rationem AB : CD acceflus co- 

hiberetur ; liquet tanto magis , rationis AX : CT a ratione AB : CD difcrepan- » 

tiam intra limites continue arftiores pofle contineri. Et proinde ratio data 

AB : CD dici quoque poteft ea, ad quam ratio AX: CST propius propiusque ac- 

cedit, quamvis fluxu non aequd continuo & regulari, uti in omnibus exemplis 

antea propofitis : cum ratio mutabilis AX : CT alternis vicibus poffit major aut 

minor fieri ratione data AB : CD. ^ 

Exemplo hoc ducimur ad alteram fpeciem limitum rationum, paululimi ab 
ed, quam §• i. definivimus, diverfam. 

§. 13. Defimtto. Ratio mutabilis poffit altemis vicibus fieri m?ijor aut 
minor ratione datJL; ita tamen ut ad rationem datam propius accedere poffit, 
quam ad eandem accedit qusecunque alia ratio propofita, five major priori ra- 
tione data, five minor: prior ratio data dicitur etiam limes rationis mutabilis; 
& heic quidem obtinet limes" rationis tam crefcentis quam decrefcentis. 

Idem diforimen locum etiam habere poteft in limitibus quantitatum , quod 
fequenti exemplo prorfus familiari declaratun 

Sit p minor imitate , & fit progreffio i-f+p^-^p^+p^-p^ +i^"***±;^"— '• 

Vera fumma hujus progreffionis eft —?_ 4. -^; prouti n eft numerus ^V^. 

i+P ^ i+p^ ^ V^^ 

Proinde numero n alterne fumto impari & pari, fumma illa etiam alterne fit 



major & minor quantitate - 



i + P 



Quare fenfu ftrifto definitionis (§. i.) quan- 



titas 



i+i^ 



dici nequit limes efle fumm» feriei propofitae ; cum haec fumma ne- 



que femper major fit, neque femper minor quantitate — — 

i+P 

C 



Cum vero tam 
excef* 
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cxceffus, quam defeftus, quibus fumma progreffionis differt a quantitate — ?— , 

I . ^+-P 
poffmt quacunque quantitate propofita fieri minores ; quantitas 'TTr„ jure etiam 

nunc dicitur limes fummae, five crefcentis, five decrefcentis , propofitae progref- 

fionis. 

Idemque dicatur de plurimis progreffionibus decrefcentibus , quae alternd 

exceffu & defeftu differunt ab aliqua quantitate data; ita tamen ut tam exceC- 

fus quam defeftus poffmt fieri minores quacunque quantitate propofita, Exr gr.. 

fit p quadrans circumferentiae , cujus radius = i : 

fiti;^ = I-|+|-| + i-yV 

.Et quamvis fumma hujus feriei alterne fit major & minor eadem quantitate 
data |p; hsec tamen absque dubio limes illiuseffe cenfetur. Sic & log. hyp, z 
dicitur limes fummae i— i + i — i + i — i + . . . . 

Conjunfta utraque limitum notione, duo poftrema theoremata brevius fic 
enunciantur : Ratio Hmitum duarum quantitaium mutabilium limes ejl rationis ipfarum 
quantitatum mutabilium. 

Exempla. Rationes tam perimetrorum. quam fuperficierum duorum circu- 
lorum limites funt rationum penmetrorum & fuperficierum polygonorum regu- 
larium five fimilium five diffimilium, quae circulis circumfcribimtur & infcri- 
buntur; five polygona circulis fimul circumfcribantur, five ipfis fimul infcriban- 
tur; five tandem polygona fint uni circulo circumfcripta, alteri infcripta. 

Pariter fi absque limite imminui poffunt quantitates x ^ y: ratio quanti- 
tatum fl & 6 limes eft rationum a+x : b+y^ 

§. 14. Theorema. Ratio compofita ex rationibus, quae limites funt dua- 
fum pluriumve rationum mutabilium, limes eft rationis compofitae ex iisdein 
rationibus mutabilibus. ^ 

I®. Sint duae rationes mutabiles femper refpeftivd ^^^1^5 duabus rationi- 
bus datis ; fed quae fieri poflint Jmul refpeftivd ^^Q!!gg duabus rationibus qui- 
buscunque JJJfnQ^lbJJs quam praediftae rationes datae. Dico : rationem compofi- 
tam ex duabus rationibus mutabilibus (quae femper ^^^i eft ratione compor 

fita 



minorem 
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quacujique ratione data. 



: J i^ Sitfemper^: J^^^;^^; fed duaerationes ^;^ fimiil fieri poffint 



fita ex duabus rationibus datis), pofle fieri ^^^.q^q^ 

quae ^^i^l fit ratione compofita ex rationibus datis, 
^ mmor ^- 

Cum modus demonfl:randi idem fit pro utraque inaequalitatis fpecie : fuffe^ 
ciat (brevitatis caufa) dealtera illanun propofitum evincere. 

Sint igitur duae rationes datae ^^ \ ^^, & fint duae rationes mutabiles 
X 

minores quibuscunque rationibus datis , quae fint rationibus «^ ; ^^ refpedtivd 
majores. Dico, rationem X : Z (quae componitur ex rationibus ty. \ y\ 

pariter minorem fieri pofle quacunque ratione propofita , quae major efl: ratione 

jiB ' BO\ 
jiB : CD (quae componitur ex rationibus ^^ \ qqj- 

T^, . . , . X \r > Ab \ BC 

Et primo quidem , quoniam y . ^ > BC : CD 

erit femper X : Z > AB : CD. 

Jam proponatur quaelibet ratio AB : CE major ratione AB : CD (& pro- 

inde fit CE<CD\ Probandum efl: fieri pofle X\r<AB\CE. 

Fiat , ud BCiCD, ita BF : CE. Et quoniam CD > CE) erit BC> BF. Fiat 
ctiam (quod poflibUe pcr hyp.) X :. r( <AB : BF; » ^B : BGCBG>BF), &fiat 

fimul (quod poflibiie pcr hyp.) T : Z (f^^f J '. ^^) < J3G : CjE 

Erit idco X : Z < ^B { CK 

Nempe: ratio X\ Z potuit fieri minor ratione quacunque propofita AB : CE, 
quae major eft ratione data AB : CD. 

2®. Sint duae rationes mutabiles, quarum una femper major fit aliqua ra- 
tione data , altera vero femper fit minor aliqua altera ratione data : ita tamen 
ut prior ratio mutabilis poflit fieri minor quacunque ratione propofita, qu 
major fit priore ratione data; Scjimul pofterior ratio mutabilis poflit fieri ma- 
jor quacunque ratione propofita, quae minor eft poftefiori ratione data. Dico: 
rationem compofitam ex duabus rationibus mutabilibus pofle fieri tum majo- 
rem quacunque ratione propofita , quae minor fuerit ratione compofita ex dua- 
bus prioribus rationibus datis; tum & minorem quacunque ratione propofita,. 
quae major^fuerit ratione compofita ex praedictis rationibus datis. 

C 2 Sint 



Fig.8. 



*A« "■- -- ■ • m ^. .■_ ^. 
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Siht 



X: Y 



jiB : BC 



n^ ; 1 duae rationes mutabiles, & fint «^ ; ;^f: du« rationes da«» 
t2s; ita ut femper ffi 2 < BC • CD' Liquet nihil exinde concludi poife, 
quod ad inaequaiitatem (imo & quod ad gequalitatem) rationum^ quae ex ratio- 
nibus mutabilibus , & ex rationibus datis componuntur. 
Sit autem ratio jAB : BC limes rjitionis decrefcentis -X : 7"; & 
fmiul fit ratio BC ; CD limes rationis crefcentis T : Z. 

Dico, rationem - - X : JZ poffe fieri !!!^^^!!I!l 

• ^ majorem 

quacunque ratione propofita, quae ^^^^ fit ratione data AB : CD. 

Kg-9^ ^^' ^^' ^^*^^ propofita jlEi CD miajor ratione AB : CD (& proinde fit 

AE>jiB). 

Fiat (qaod poffibilc pcr byp.) X: T < AE : BC 
Scd eft fdnper (per hyp.) T : Z < BC : CJ 

Ergo erit X : Z < -4J5: : CD. 

2*^. Sit ratio propofita uiB : Ci^, minor ratione ABiCB (& proinde 

CF > CD). 

Fiat (qtiod poffibile pcr hyp.) ST : Z > BC : CF 

QuoDiam eft femper (per hyp.) K i ST > AB : BC 

& fadhun fuit r z Z > BC : CF 

Erit X: Z > ^ : CF. 

Proinde, propofitis duabus rationibus, ^ : BC, & BC : CF, quanim 
prior major fit ratione data AB^BC^ & pofterior minor fit ratione data 5C;CD; 
fiatfimul ^*?!.^'^-?^; erit fimul ^ " '^ 



K: r <AE: BC , 
r iZ> BC iCF* 



Xi Z <iAE: CD 
X: Z > AB :CF' 



jtE • CD 
Quoniam autem rationes propofitae ^^ \ ^^ poflunt efle rationes quaecunque 

majores ^^^^^^^ AlBiCD, utcunque parum ab ea diverfe; tanto magis ratio 
X : Zy five major fuerit ratione AB : CD^ five eadem minor, potefl ad illam 
accedere , ut ab ea minus diTcrepet , quam alia ratio quascunque , five major 
five minor ratione jiB : CD. Hinc ratio jtB : CD efl; iimes (juxta'§. 13.) ra- 
tionis mutabilis X: Z^ 

3*=*. Sint plures rationes mutabiles femper refpeftivd majores totidem ra* 
tionibus datis; ita ut priores rationes pollint fiieri funul minores totidem ratio^ 

nibus 
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nibus propofitis, quae fiierint majores rationibns datis refpefliv^: dico, ratio^ 
nem compofitam ex rationibus datis effe limitem rationis decrefcentis compo« 
fitae ex rationibus mutabiJibus, 

Scilicet. fit V* gr. A : B < X: T s Dm. decr. X : ST 

B : C < r : Z = Km. decr, T : Z 
C : JD < Z t y c3 lim.decr. Z : F 
Ztit A: C < X: Z « lim.decr. X : Z 
Atqui C : D <iZ : y ss lim. decr. Z : F 
Ergo -4 : D < X : r s lim. decr. X : F, 

Et fii propofita fuerit quarta ratio tam mutabilis , quam limes hujus wtionfe 
decrefcentis ; eodem mododemonftrabitur, rationem ex quatuor rationibus datis 
compofitam limitem effe rationis decrefcentis compofitae ex quatuor rationibus 
mutabilibus : & fic deinceps , quicunque fit numerus rationum propofitarum. 

4®. Sit ratio ji : B limes rationis crefcentis X : T 

B : C limes rationis d^crefcentiS T : Z 
C : D limes rationis crefcentis Z : V. 

X : r'^ 

Dico: rationem X : V (qu3e compomtur ex rationibus T : Z 

Z : F. 



poffe fieri 



/ 



"^^"'^em' <l'*^c^1'*® rafione propofita, quae JJ^j°^ fit ratione A.D (quaecom- 

A : J5"| 

ponitur ex rationibuS ^ ; ^ i feu rationem C : D efle limitem rationis X : V. 

Sint AB,BC,CD, DE ipfis 

u^, S, C, D , refpeftiv^ aeqiiales. 
1 " . Sit ratio propofita Ab : CD minor ratione ABzCD; & proinde fit Ab <AB, 
Sumatur ^' %^q] & fi*^. «ti ^6 : DE, ita ^6': /7/; & proindefit De>DE. 

Fiat (quod poffibile p«r hyp.) X ; T> Alf : BC 

Eft femper T '. Z > BC : CD 

Fiat (quod poffibile p« bypi) Z : F > CZ> : IV • 

Erit Xi V> Ab' '.D^ 

> Ab : DE. 

a°. Sit ratio propofita AB : Z7« major ratione AB : Z7£ (&proinde De<*DS. 
Fiat, uti CD ; £>£, ita C«i : £fe; &proindefit C<f<C£). 

C3 Eft 



Eft ferapef (hyp.) X : ST <i AB : BC 

Fiat (quod poffibile per hyp.) ST : Z ^ BC i Cd 

Et eft'femper (byp.) Z : V <* Cd : De 

Ergo X: F <^AB : De. 

Proinde ratio X:F fieri poteft ^jJJ^J quacunque ratione propofita ^^^^^}^ 
quam ratio AB : DE. Proinde (§. 13.) ratio AB : DE eft limes rationis X : V. 

Methodum demonftrandi reliquos, qui heic obtinere poflunt cafus, abunde 
hocexemplo liquere exiftimo. 

Obfervatio. Cafus, ubi una aut.plures rationes conftantes occurrunt compo- 
nendae cum rationibus mutabilibus ( limitum capacibus ) , ita facilis & evidens 
eft ex praecedentibus , ut uno exemplo eum fufflciat illuftrare. 

Sit ratio A \ B^ limes rationis mutabilis decrefcentis X : T. 

Sit ratio B : C, aequalis femper rationi T : Z* 

Dica, rationem A : C efle limitem rationis decrefcentis X i Z. 

Etenim quoDiam X : T "> A : B 

ct T: Z c:^ B iC 

Erit femper X.Z>AxC 
Sit ratio data A' : C major ratione data AiC(^A> A). 

Fiat (qood polfibile per hyp.) X : T <i A' : B 
Eft femper T : Z :=:^ B : C 

Ergo X : Z < A' : a 

A ' B ' 
Proinde ratio A : C compofita ex rationibus ^ ; ^ limes eft rationis decrefcen- 

tis X : Z. 

CoroUarium i. Nominatim, fit aliqua ratio data limes rationis mutabiiis, 

crefcentis vel decrefcentis ; ratio duplicata, triplicata, quadruplicata , - 

prioris pariter erit limes rationis crefcentis aut decrefcentis , quae eft duplicata , 
triplicata, quadruplicata ----- rationis mutabilis. 

Hinc fpeciatim, fi ratio quaepiam data limes eft rationis mutabilis cre- 
fcentis vel decrefcentis dimenfionum homologarum duarum figurarum fimilium , 
fuperficialium vel folidarum : prior ratio duplicata limes eft rationis fuperficie- 
rum figurarum; eademque ratio triplicata eft limes rationis capacitatum figura- 
rum folidarum. CoroU 



t-- 
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Corollariam a. Si rationes, quae Aint limites duarum pluriumve rationum 
mutabillum , refpeftiv^ aequales fint rationibus , quae funt iimites totidem alia- 
rum rationum mutabilium; dico: rationem, quae efl limes rationis ex prioribus 
.rationibus compofitse, aequalem elTe rationi, quse eft.limes rationis ex pollerio' '. 
ribus compofitae. 



Exemplum, Sit 



erit 
Pariter fit 



Erit 



lim. ^ 
lim. r 
lim.^ 

lim.X 

r 

Um.Z : 
\m.X : 



r(=« 

Z(= b 

Vi= a 

Ti=a 

Z(= b 

n=c 



b-) « Um.;f' 
= lim. r" 
i) = lim. Z' 

d) = lim. X' 
b) = lim.J!C' 

e) = lim.3^ 
d) = Z' 



r(= fl : rf) = Km.Jr' 



r' 
z' 

r 

z' 

Z'; 



& fic deincepii 



& fic deinceps, 



quicunque fit rationum numerus, & quomodocunque rationes limites & ratio- 
nes conftantes in fimilibus proportionibus inter fe combinentur. 

CoroUarium 3. Sirationis .X" : T limes fit ratio ji : B 

& rationis Z : F limes fit ratio C : D 
fit etiam rationis XZ : TV limes ratfo AC : BD. 



Etenim quoniam 



Jl i B = 
AC:BC = 
BC:CD = 
:CD = 



lim. X : r 
lim. A2 : rz 
Um. rZ : 2V 
\im.XZ:rr; 



quod verum. 



Pariter 

Hinc AC 

quicunque fit rationum numerus. 

Corollarium 4. Rationis j1 : ji + x limes fit ratio aequalitatis. Rationis 

jf + x : T limes fit ratio data a : b. Dico , rationis A + x : T^J^ x limitem 

efle rationem a: b. 



Dem. Quoniam 
et 
Erit 
Hinc 
Sed 
Ergo 
Hinc 



lim, A :A+x = i 
lim. A+ X ; T = a 
iim. A ] T =3 a 
lim. A :ji+T = a 
lim.if+ji:: A = i 
\im.A±x:A+T := a 
\m*A+x: T:^^ = a 



1 
b 



b (§• 140 

«+* (§. 7.) 
I 

a+b (§. 14.) 
* (§-7-) 



§. i6. 



> 
r 
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§. 15. Theorema. Rationis X : T limes fit ratio data a \ b 

& rationis Jt : T' limes fit eadem ratio a : b. 
Dic(f , rationis JT+Jr' : T+T limitem effe rationem a : b. 
i^. Ratio data aib, limes fit utriusque rationis decrefcentis X: I*, JiC': T\ 

Eft ideo femper X : JT > a : 6 

X' : r > a : 6 
Promde X+X: r+i^> a : b 

Sit ratio propofita quaecimque n + ct : i major ratione a : b. Dico , fieri poffe 
X+X : r+r < fl+(» : *. 

Etenim^ fiat fimnl X : T < a + » : fr 

X' : J^ < a + m : b (quod fieri poteft pcr hyp.) 
et erit X+X': T+r < a + a : b. 

a^, Demonftatio eadem efi:, fi ratio data a : b limes fit utriusque rationis 
crefcentis X : T, X' : T. 

3^. Ratio data a : b limes fit rationis decrefcentis X : T 

limes vero rationis crefcentis JT* : T\ 

• 

Dico, rationem X-\- X* : T-^-t poffe fieri JJ^°Je2 quacunque ratione data 

Etenim per fupp. fieri poteft X : T < a + m :b 

Fiat, & eft femper X x T ^ a + m:b 

Ergo erit X+X: T+T < a + m i b. 

Item per fupp. fieri poteft X : ST > a — « : 6 

Fiat, & eft lemper X : T > a — m : b 

Ergo erit X+X': T+T >' a — . : 6. 

Corolhrium. Si rationum quotcunque X: T^^X': T\ -?": 2^, -?*: 2*..... 

limes fit ratio data a : b; erit etiam rationis -X'+ JT* + JT" + X* : 

T+ 2^+ 2^*+ T" limes ratio a : b^ 

§. 16. Theorema. Sit jc quantitas mutabilis, quae potefl: reddi minor qua-« 
cunque quantitate propofita. Sint -^, B, C, D . . . . Lf M, N coefficientes 
magnitudine dati. Sint etiam o, i, r, d..../, m, n exponentes 
pofitivi dati non minores imitate, & fuccefliYe crefcentes. Sit Q fimftio qxian- 

titatis 



*5 



,-- . _ . fiat 

^ ; & fiat * minor quolibet iiorum valonmi' ibc 



titatismu^ilis^.quali^ft^ttitur:. r V . « « . xrn 

Q a Jx'^ + Bx^-{- Cx^+ Dxi + ....£*> + ■**" + ^* * 
Dico. fonftionem Q poffe fieri minorem quacunque quantitate propofita; 

• Co^iruBio. Determinetur quantitas x, fic, ut qiulibet termirius feriei'pro- 
iofitae inde a primo Jx* major fit termino qui iUum immediate fequitur bis 
lumta. SdUcet, fi duo ternuni qmcunque contigui, fint Lx^ , Jlfx«>; flat 
X,*! > aitf jf" ; feu xf^< 

djetcminatorum. • ^ : :^ 

jViNNtf Caftts. Omnes cotfficientes* jf,S,C,D.,.L»M,NGni pofitivl 

Quoniam unusquisque terminus inajor eft termino qui illum immediate 
fequitur bis fumtd , quilibet terminus. ?naj6r eft fummft omnium tenmnorum 
fuhfequentium, & nominatim, primus termlnus ^ major cft fiimma omnium 
reliquorum. Proinde Q,< %A^ . Atqui cum x fieri poffit minor quacunque quan-' 
titate data , a fortiori *• poteft reddi minor quacunque quantitate data , & etiam 
(§. 6.) Ju*f« poteft reddi minor quacunque quantitate propofitaj & pfoinde Q 
poteft reddi minor quacunque quantitate propofita. 

Siiandus Cafus. Co€fficicntes dati B, C, D^ E . ... L, M, U, qul pri- 
mum fequuutur , non fint omnes pqfitivL 

Omnibus ut ante faais , tanto magis lioc cafu erit Q < 2Jbfl ; unde Q poteft 
reddi minor quacunque quantitate propofita. 

Quod fi wf fit quantitas negativ»; Qmnia pariter vera erunt, fignis mutatis. 

Nmmatm, E;cponejit«! a, b. e.d.m . .1, m, j., fequantur progrefiionem 
«rithmieticam numerprum naturalium; itautfit. ■ . ■( ^ •. 

Ci^Jx+Bx* + Cxi + D< + . .. -r^*»-* + -«*■-' + ^*"- 
Fafto <1<2J», poterit Q cffe minor quacunque quantitate propofita. Et,quo- 
niam hic cafus eft omnium firequentiffimus : ad' illum obferyationes fequentes 
carumque demonftrationes applicare fufficiet. . 

Obfervath i. Quaecunque cfifta funt de ratione dupla, potMiffeht etiam dici 
de quavis alia ratione majoris ad minorem. Scilicet, p exiftente. numero ma- 
jore upitatc, fi ratio .cujuslibet termin.iferiei.q ad te^mmum,^ qui illrnn im- 
mediate fequitur, faai /fuerit. major ratione num^r> ad unitatem, erit. 
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Q < -^^x; & j^rpindeX^er hyp. & §.6.) Q poteft reddi= minor ^aciinqTJe 
quantitate propofit^ ,.'.., ,,,,. _ . ; . ': ., '\. '. ^ 

. Obfcrvatio %. Quae difta fif erunt .de cafu , quq numerus terminorum feriei Q 
datus eft, s^pplicarj etiam, fub datis couditionibus , poffunt adcafum^ quonu-» 
merus terminorun» eft illimitatus. . Quod accurate evolvi meretur, & in Differ- 
t?itione jam memprata, ExpQfithn flmentaira d^ Prindpes des Calcukfuperifurs haud 
congrue fuerat omiffum. - 

I*. Coefficientes ^, i?>.C, D . .^. . . fequantur legena aliquam deCrefceii^J 
tem. Fiatjc<i. "Erit jc^*> 2x^^i. . • . .- . 

Sed ponitur L > M 

^ Ergo a fortipri , ,Lx^> aJflx^^^h Proinde fafto Ar<f , omnes ter- 
• ' * ' * * ' •-'♦*'. . , 

mini funftionis ft fequuntur progreffionem decrefcentem^ ^ quidem velocius 

quani progreffio, geo|»et;rica, cujus quilibet terminus eft ftibduplus termini praer' 

c^di^ntis., . Proinde z^^ major,eft fumma pr9greffi9nis.j quicunque fit numerus 

terminorum , & Q poteft reddi minor quacunque quantitate data, 

»^. Coeffi^ien^es -^, J?,, C, D • . . . crefcant juxta progreffionem geome-* 

tricam quamcunque. Sit ideo M ^ pL 



' ^ i. 



» • • » f 



faAo 



X 






erit xi+i < -±-«1 

et MxH-K^lLxi; feu £*' > 2JB3fi-f i. Ideo ter- 

niinus quilibet minor erit duplo pfaecedehtis : und^ ut priiis concludetur. 

3*^. Cogfficientes ^, 5, C, Z? . . . . . crefcaiit duidem, fedlentius quam 

juxtaaliquam progreffionem geometricam. 

-. • • • 

Ita omnes termini, qui priores duos fubfequuntur, minores erunt, quam 
11 coSfficientes dati crefcererit juxta progreffionem geometxicam, cujus expo- 
nens effet exponens ratipnis fecundi termihi ad primunli * Unde praecfedens coh-' 
ciufio valet a fortibri. 

4^. Cofe'fficientes -^, J?, C, D . . . . . crefcant quidena a primo inde usque 
ad cofifficientem datum L , velofcius quam in pro^reffiohe geometrica , fed ab hoc 
inde (A creicere pergant) rentius quaia in progrelCbiie geometrica crefcant. 

Fiat 
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Fiat (uti 3^.) terminoft, cujus coSfficions Z major fumma omnium ter-« 
minorum fequehtiUm/ Tum.per ponftrtfftionem hujus theorematis fiat prunus 
terminus major iiimma omnium terminorum uScjue ad terminum , iujus coeSi^ 
ciens L. Erit, a fortiori, primus terminus major fumma omnittmterminoriiiii 
fequentium. 

Quod attinertad caAis, quibus coiffBcientes non fii^t omnes pofitivi, aut; 
quibus alterne crefcunt & decrefcunt juxta legem datam, &]quod ad incretnent^ 
iliorum attinet, modo cohditionibus prseoedentiims con&ntaneo: concjujplones 
illis cafibus a fbrtiori neftuntur. 

Ceteris vero cafibus , quibus coiTfficientes ultra omnem limitem crefcentes ali^ 
quam leg^m incrementi prddoedentium fequi non conftat: haftenusdubito^, j&Q9t 
rema poife feriebus, quarum nunferus t^rminorum eft indeti^rminatus / applicarL 

§. 17. Ut neceflitas pr^ecedentium diftindlionum luculentius pateat, ex^ 
emplum e volvam , quod in fequentibus magni *erit momenti. 

Exmplum. Sit j:» potentia quaecunque quantitatis variabilis x^ quae, mu- 
tatijr in x + lix;, fit 

~ la 13 i4~ 

Promde potentia jcn, liiutatft xin x±.Ax^ accipit mutationem, 

+ («JcnMA;c + !L.^JC«-*AJC» + 2..,.^jcn-3AJc3+^,..!!:3 x 

Jam vero poiiatur , mutationem Ax pofle fieri minorem quacunque quantitate 
propofita: dico, mutationem fimul faflam potentiae x^ etiam quacunque quan- 
titate propofita fieri pofle minorem. 

i^. Sit n numerus integer pofitivus. Prior feties abtumpitur, & proinde 
aflertum verum eft per §. 16. 

2^. Sit n numeriis pofitivus nori-integer major unitate. Series praecedens 
non abrumpitur quideni , fed facile deinonibratiir : cogfticientes terminorum, in 
quibus exponens mutationis Ax fit major quam »+i, continue decrefcere« 

Etenim fit m numerus integer pofitivus immediate minor quam « + i» 
Cogfficiens termini jc«-»Ajco, erit «^l.^Lll .;.... ll^^Ii}/ Cdefficiens alius 



I '2 m 

D z cujus- 



"'^-^m ^ 



r 



cujuscunque fcquentis tenhini ii«-(»+OAjif«+» eft 

cujus cum certe unusquisque faftor, inde afaftorc — — . fit fraftio vera, prae-t 

difti co€fiicientes continue decrefcunt ; praeterea iidem altef ne fiunt pofitivi & 
negativi* Proinde ($-16.) feries propofita poteft fieri minor quacunque quan^i 
titate prdpofita. 

3<^. Sit n numerus. negativus quicunque majof unitate. 

Series pnecedens non abrumpitur quidem , fed expodens rationis duonim 
coeff^cientium fefe proxime fequentium continue dfecrefcit Etenim co<ffBcien« 
tes trium terminorum fefe proxime fequentium » fint 

'•» »+i *»+«• 



I 
/ 



• « • • 



1 2 «f+i 

n fi+i if+i»»+i 

I * a * • • • • ^^^ 

n ii+i n+m+2 

I ' a * ' V «H-3 

Pxponens «atioiiis fecundihorum cofcfficentium ad primum, eft !^ = x + ?=?; 
et exponens rationis coSfficientis terdi ad fecundum eft ■ ^^'^^ s i -f 



iff+3 iff+3 

ct quoniam — — <- *-^ , praedifB co6'fiicientes lentius quam in progreflione 

*H"3 'f+^ 

£ eometrica crefcunt Sic igitur.fumta ratione ~- , ut primus terminus feriei 

praecedentis major fit fecundo ejus termino bis fumto, tanto magis quilibet 
alius terminus major erit duplo termini fequentis; proindeque applicari poteft 
demonftratio §. i6P\ 

4®. Exponens n fit numerus ncgativus minor unitate* 

Singuli faftores cofefficientium * , 2±f . _ !?±!!!, funtfraftiones verae, & 

proinde coefficientes continue decrefcunt. Quare tanto magis applicari poteft 
demonftratio §. 16^. 
. In omci igitur cafu mutatio ^^^j^^X po*^^ '«ddi minor quacunque 

quantitate propofita. 

§. I* 



^ \ 
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§. I?. Theorma. Omnibus ut in theoremate .§. i6. pofitis , fit 

Q^p+Ax^+Bx^+Cxcj^Dxi^ + Lx\ + Mxi» + i^. Dico^ 

rationem aequalitatis effe limitem rationis Q : P decrefcentis aut crefcentis , 
prouti A eft quantitas pofitiva aut negativa. 

Etenim (per theorema §. i6.) fiat priore cafu Q *< -P + ^Ax* 

altero Q > jP — a^Jf» , Ratio 

«quaUtatis eft limes rationis dearefcentis ^ + ^^ ^ ^ Ergo, a fortiori, ra- 

& limes rationis crefcentis P -— 2Ax* : P. ^ ' ' 

tio aequalitatis limes eft rationis decrefcentis aut arefcentis Q : P, prouti A eft 

quantitas pofitiva aut negativa. 

Objirvatio. 'Qu3e de cafu, quo numerus terminorum fun£tioms Q eft illimi.< 

tatus, praecepta fuerunt (§. i6. Obferv. a.) huc pariter valent 

(x+AJf)" — x^ 

' Exeinplum. Sit Q x^^x—AxY ' ^ mutatio A* poffit fierl mmor qua- 

cunque quantitate propofita; ratio aequaUtatis eft limes rationis Q : fwfn-i. 

§. 19. ApptUatio, Sint ;f & y duae quantitates, quae fimul fieri poffint 
quacunque quantitate propofita minores. Sint Q & Q' duae funftiones pnedi- 
aarum quantitatum conditionibus §§. 16 - 18. confentaneae, ita ut fit 

Q s P + >fx« + 5*»> + Cjfc + !>*<» + 

Q' = i/ + ^jca'+ B!x>f+ C*c'+ J7jf<i'+ 

Dico, limitem Q : Q' « -P : i*'. 
Etenim: lim. Q : P ■= i : 1 (§• »8) 

P '. P z=: P. P^ 

lim. i^ : Q = I : I (§• 18.) 
Ergo Um. Q : Q' = -P : l^ (§. H-) 

§. 20. Theorema. Sit * quantitas mutabiUs, qu3B major reddi poteft qua- 
cunque quantitate propofita. Sint A, B, C, D . . . . L, M, N cofeffi- 
cientes magnitudine dati. Sint a, b, e, i . , , . ly mt n, expo- 
nentes etiam dati coBtinue decrefcedtes. 

D3 ^' 
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Et fit Q = ^x»+ Bx^ -i- Cxc + Dx<i + . . . Lxi + Mx«>+Nx<^. Dico, ratio- 
nem aequalitatis efle limitem rationls Q : !^xa . 

Demonftratio. Qi^x^(^A^B ~+C^ + D±^ + .. .L-l^ + M— + N^ 

Quoniam autem x major poteft fieri quacunque quantitate propofita, -L poteft 
fieri minor quacunque quantitate propofita; & quoniam a, b, c, d . . . I, tn, n, 

continue decrefcunt, exponentes a — 6, a— r, a—d . , . a— /, a im, a m con- 

tinue crefcunt; & proinde, quantitate mutabili jf pofita majore unitate, termini 
3^b' ^c^ ;f:d' • • • • 3^1' -3^' J^ar continue decrefcunt; & proinde 

(§. 160 quantitas B^^ + Cl^+D^^ + . . . +L^^+M^^ poteft 

reddi minor quacunque quantitate propofita. Hinc quantitas A limes eft quan- 
titatis A+ B-^ + C±.+DJL + ...L^+ja-Ji^+N^, feu 

lim. ^ : ^+ 54T:+C-i-; + D4i5+--.^-i-r+J^— +^^ = i:i 

j^a-b jca-c j^a-d j^a-l ' ;^a-m ' j^a-n * 

& lim; Ax^:Ax^+ Bx^ + Cx^ + Dx^ + . .. Lx^ + Mx^ + Nx^ = i ; j, , 
feu tandem lim. -^jc* : Q = i : i. 

Exemptum* Exiftente » numero integro pofitivo: vidimus {%y\Introd.^ 
fummam poteftatum ordinis m numerorum naturalium [ab unitate usque ad n 
continue crefcentium , efle fequentem : 

/«m s= -■ .,»"1+1 + B»« + Ol^—I + Z?»'"'*^ + -Eiini-3 + . 

m+i , 

Proinde iim./«« ; -i— «m+i ^-1:1^ 

m+i 

feu lim./»'" : «x«" = i : »i+r. 
Hoc eft: limes rationis fummae poteftatum cujuslibet ordinis numerorum natu- 
ralium continue crefcentium inde ab unitate , ad maximum horum numerorum 
toties fumptum quot fun^ praedifti numeri, eft ratia uuitatis ad exponentem 
praediftarum poteftatum unitate auftum. 

Sic lim./» : n.n es i : ^ 
lim./n* : ».«* ss i : 3 
lim./»^ : ».»3 =1:4 
lim./»^ t ».»^ 5= I : 5 

&c, &c. §• 51. 
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^. 21. . Thtarma. Sint duae quantitatefi dsLtXi limites duarum quantitatuapi 
mutabilium. Multiplicentur in fe invicem tam quantitates datae quam quanti- 
tates mutabiles. Dico: prodviftum ex priore multipiicatione brtum, effe limi- 
tem pofterioris produ6ti. • j 

Sint A &iB duae quantitates datae , & fint .X" & 2* dua quantitates muta- 
biles, quarum limites fint J &c B. Dico; produftum jiIB effe Umitem pro- 

dufti-Xr 

PriMut Cafus, Sint quantitates J 6t B limites quantitatum decrefcentium 

X6cT. Sitideo X = A-^-x 

T = B-{-y 
XT = JB+Ay+Bk-^-xy. - 
Dico: produftum ^ effe limitem produfti (decrefcentis) XT, 

Etenim lim. 5 ^ » + y • = i : i (§. 3.) 

Ergo lim. Bx : Bx + xy =1:1 (§ lo.) 

Pariterque ^^.AB-^Ay-^Bx-.AB^Ay+Bx^-xy = 1:1 (§. a.) 
Sed per hyp. x & y poffunt fieri fimul minores quacunque quantitate pro- 
pofita; ergo & Ay, Bx poffunt fieri fimul minores quacunque quantitate pro- 
pofita (§. 60 » & etiam jfy + Bx poteft fieri minor quacunque quantitate pro- 
t>ofita (§.6.). Proinde qyimtitsisAB eft limes quantitatis-<^5+-<^+^jf (§.6.), 
' & eadem quantitas -<:/5 eft limes quantitatis decrefcentis AB ■{- Af + Bx + xy\ 
feu XT, ' Scilicet lim..^5 : AB+Ay+Bx = i ? 1 

^.AB+Ay+Bx : XT =1:1 
Ergo lim. ^5 : XT = i : 1. " 

Er proinde AB eft limes produfti (decrefcentis) XT. 

Seeandas Caftts, Sint quantitates A ^B limites quantitatum crefcentium 

jy&r. sit X = /#-* 

__r ^ B^y 
■'■' • XT s= jlB—Ay-^Bx+xy. . 
lim. 5: S-y =1:1 (§. 3) 
" Ergo& lim. J?x : 5*— Jty «2:1:1 (§• 10.) 
iPariterque, Wm.AB-Ay-^x-.A^—Ay-Bx+xy^r^XT) = i : i. (§. a.) 
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Sed utprius, ^^eftlimes quantitatis (crefcentis) AB -^ Jn — Bx, 



Hinc lim. jIB 

lira. JB--Ay-'B)c 
Ergo Um. JB 



AB—Aij—Bx — I 

xr » I 
xr = I 



I 

I 
I 



(§. 14-) 



Erit 

Ergo 

Et 



Proinde AB eft limes produfti crefcentis XT. ■ 

Ttrtiut Ca/uf, Sit A limes quantitatis decrefcentis X 

B limes quantitatis crefcentis 71 
Sit ideo .X" a= ^+* 

lim.^ : 5— y =1:1 
lim.^x ; Bx — xif = i ; i, 

iim.JB—u^+BxijtB—Af+Bx—xyCr^XJr)^ t : i. 
Sed ut prius AB eft limes quantitatis (five crefcentis five decrefcentis) 
AB—Ay+Bx. Hinc lim.^5 : AB^Jy^-Bx =1:1 

^.AB—Ay+Bx : XT - i ; i 

Ergo liin.-^5 : XT «1:1 
Et proinde AB eft limes produfti (five crefcentis five decrefcentis) XT, 

Apptieatio. Sint A^ 3, C, D quantitates datae; & fmt totidem 

quantitatesmutabUes X, T, Z, ^, . ; . . . quarum priores fint Umites. Di- 

co : produftum ABCD efle limitem produfti XTzr 

Etenim A6cB funt limites quantitatum mutabUium X&T; 



Ergo AB eft limes produfti mutabUis 

Sed C eft limes.quantitatismutabilis 

Ergo ABC eft limes produfti mutabUis 

Sed Z? eft limes quantitatis mutabUis - 

Ergo ABCD eft limes produfti mutabUis 
§. 22. Lemma notum, In omni proportione geometrica continua fumma 
terminorum extremorum major eft termino medio bis fumto. 

CoroUariam i. In omni proportione geometrica continua; exceflus quo ma- 
ximus terminus medium fuperat, major eft exceflu quo terminus medius fuperat 
ininimum. ' * Corol.- 



xr 
z 

xrz 

xrzF\ 



& fic deinceps. 
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Corotlarium ft. Sit progreffio geometrica crefcens : differentia duorum ter- 
minorum contiguorum crefcit inde a minimo usque ad maximum. 

CoroUarium 3. Sint duae progreffion^ crefcentes, una geometrica, altera 
arlthmetica , qu» duos primos terminos habeant communes , & quarum t^rmi'^ 
norum numerus idem fit : reliqui termini progreffionis geometricae majores funt 
terminis j)rogreffionis arithmeticae aequ^ ab extremis diftantibus. Idem a foi^ 
tiori valet, fi terminus fecundus progreffionis geometricae major fit termmo fe- 
cundo progreffionis arithmeticae. 

Corotlarium 4. Sint duae progreffiones crefcentes, una gewnetrica, altert 
arithmetica, quse duos terminos extremos (k e. primum & ultimum) com- 
munes habent, & quorum numerus terminorum idem fit. Reliqui termini 
progreffionis geometricae minores funt terminis progreffionis arithmeticae aeque 
ab extremis diilantibus. 

Theorema. Datis duobus terminis extremis progreffilSnis geometric», nu- 
merus terminorum ita poteft augeri, ut nunoris terminorum datorum & ter^ 
mini huic proximi differentia minor fit qualibet quantitate data (hoctermino 
dato nunore). 

Sint P & Q duo termini dati, quorum P minor; & fit a quantitas data, 
Sumatur differentia Q — P terminorum Q & A Repetatur qUantitas data a 
toties, utfupcret differentiam Q— -P; fit n niunerus vicium , quibus repetita fiiit 
Dividatur differentia Q— J^ in » partes aequales. Tum inter terminos dato« 
-P & Q inferantur « termini continue geometrice proportionaleS. Dico faftum^ . 
Etenim inter duos terminos P & Q inferantur totidem termini n continue 
lurithmetice proportionales : fint f & jp' termini ipfi P proxuni in progreffione 
geometrica & arithmetica. 

Erit (per Coroll. 4. praec.) p<p'i &'ideo p-^P^ip^P. Atqui (per 
conftruftionem) p'^P<ia; ergo a fortiori ;? — -P <} d^ 

CoroUarium i. Terminus itaque datus P limes eft quantitatis mutabili$ pi 
proinde ratio aequalitatis etiam limes eft rationis crefcentis P: p (§. 3.) 

CoroUarium 2. Sit q terminus , qui terminum Q immediate praecedifc Quo^ 
niam P:p = J : Q, ratio aequalitatis etiam limes eft rationis crefcentis , j ; Q, 

E ' feu 



-t * 



• 
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feu limes rationis decrefcentis Q; j. (§. lo.). Proinde quantitas data Q pari- 
t«r eft limes qaantitatis mutabilis crefcentis q (§. 3.). 

Corolhritm 3. Quoniam ratio ^ = C^ )" = flY: f ^ Y =.^ ^l: 

& pariter | = (£)" « (Q)"; hinc (^f = ^ = ^. Proinde aufto n 
ratio aequalitetis eft limes rationis fubmultiplicatae rationis cujuslibet propo- 

fit«; feutamlim,^^)"' quam lim, ( j) ° « !• Quare, fi — ^vel ^ = z; 

L 
lim. «n t= I , quaecunque fit z five major unitate, five minor eidem. 

SehoUum. Breviter adhuc, quae illuftrandis tum praecedentibus quibusdam, 
tum fequentibus neceflaria funt, de quantitatum, quae majores aut minores 
fieri poiTunt qualibet quantitate propofita, poteftatibxis exponentis dati ad- 
jungam. 

i^. Sit z quantitas, quae major fieri poteft qualibet quantitate propofita; 
& fit H exponens datus integer pofitivus, Crefcente z^ crefcit a fortiore pote- 
ftas z^; & proinde, a fortiori, poteftas «nmajor fieri poteft quacunque quan- 
titate propofita. 

Sit autem exponens datus numerus fraftus formae —; feu proponatur fun- 

n ^ 

ftio T^z. Quaecunque fit quantitas propofita a, fiat b^an; tum fiat (quod 

n n • 

polfibile per hyp.) a; > fr > a" : erit etiam T^z > T^b^a. 

Hoc pariter obtinet, fi exponens datus fuerit numerus firaftus — ; ita ut 

n ™ ** 

funftio propofita fit Vz^ = z^. Fiat enim 6«^a«; tum fiat »>fr, & pro^ 

inde z^^b»^: erit etiam a" > 6°>a» 

Si autem exponens datus fuerit niunerus negativus; feu fi fimftio propo-* 

fita fiiefrit JL: crefcente.«, funflio haec minor reddi poteft quacunque quanti- 

z^ 

tatc propofita, Etenim propofita fit quantitas — : fiat per cafum primum z^>a; 

& erit i <i^, 

2^ Sit 
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i^. Sit quantitas z talis, quae minor reddi potefl: quacunque * quantitate 
propofita; dico, §tlam quamlibet ejus poteftatem^** pofle quacunque quantitate 
propofita fieri minorem , fi n ftierit numerus pofitivus ; & contra , eandem quan* 
titatem fieri pofie quacunque quantitate propofita majorem, fi fi fuerit niuue'<- 
rus negativus. 

Cafus hic ad primum facile reducitur, Quoniam enim z potefl: quacunque 
.quantitate propofita fieri minorj — & proinde etiam \j^J major fieri poteft- 

' quacunque quantitate propofita ; unde ;»» minor erit quacunque quaatitate pro^ 
pofita* 

Caput Secundum. 
De rationihus differentialibus et integralihus, 

» 

Xit x^ potentia quaecunque quantitatis variabilis x Sit etiam an-^iXf pro^ 
du^lum ex eadem quantitate mutabili per quantitatem datam ««-i. Quan* 
titas variabilis x recipiat mutationem quamcunque Ax; unde duae quanti- 
tates a^-ix & x^ fiant aor-i{x+Ax^ & (x+/^y; & proinde praediftaB quanti- 
tates recipiant mutationes firaultaneas . . ' . . . 

I 12 I 3 I 4 

Ratio harum mutationum fimultanearum aequalis eft ideo rationi 

fln.i : 2 ;,n-i + 2. . !l:lxn-^Ax + - . . . ^xn-3Ax^+ H . . .!!:lx^A£iX^+ . . . 

I 12 1 3 I 4 

Proinde, quamdiu n eft nUmeruii quicunque ab unitaCe diverfus; ratio praedi^ 

■"ftarum mutationum difFert a ratiobe «n^i : nx^K At varo x manente eadem, 
decrefcente Ax , quantitas 2 . — jcn-^Ajt +Z... — ^»-3 a jc«+ 2 . . . ^jcn-4Ajc3+ , , . 

t>oteft fieri minor quacunque quantitate propofita (§. 17.)- piroinde quantitas 
-jcn-i liines eft quantitatis 



ra^o o«T-i ; !Ijca-i limes ^ft ratioms mit^bilis 

• I * • '^^' • t* •• -• -• ,^ r.4 v.\c , 



... I . ^ - ^'* . fl*-' 



^ 



.' 



■WM^. 



a6 



I 1 z 13 14/ 



feu lim. 






»>:a-l 



A.jc» 



= : & proinde etiam lim. -^ — = ■ nx^i 

an-i. ^ A.x 



^V v*flL :^^ v41 

Quoniam autem hic notandi modus lim - — feu lim, — — , calculo mi-» 

jius eft commodus; & tamen hoc fignum aliaque fimilia faepidime occufrunt: 

fiacilitatis calculi gratia (& quidem, quod probe notandum, unice hac de caufa>, 

Yigno minus commodo lim.-^ fubftituatur hoc -j^; & fic conftituatur 3equa-i 

tio ^i^ = nx^h 



dx 



§. a4. MajcUnopere yero cavendum eft, ne credamus fymbolum 



d.x^ 
dx 



quod formam magnitudinis ex duabus compofitae prae fe fert , revera effe fym- 
^bolumcompofitum; acdefignarefraftionem, cujus terminifint d.x^ & dx; quafi 

d.x^ & d^r denotent certas quantitates, & ut ita dicam, minufcula (minia- 

^tures^ quantitatum verarum A.xo & aat: aut ne credamus, ex aequatione 

^*/" = nx^i poffe deduci hanc d.x^ == nx^idx. Expreffio ~~- incomplexa 
'dx ^ ' ' '- \ ^^ 

eft atque peculiaris, addefighandos exponentes limitum rationum fimultaneo- 

rum quantitatum noutabilium x^ & x incrementonun facilitatis caulk introdu-» 

fta: & quamvis yeftigia confervet originis fuae -^; figna d.x^ & dx figil-» 

latim fpeftata nullam amplius ad quantitates veras A. x^ & Ax relationem ha-» 

bere firmiter. tehehdutn eft. Quae monifa eo magis urgenda effe cenfeo, quod 

doftrina h^c quaeftionibus nonnullis inanibus fuit exagitata j quae ne motae qui-i 

' dem fuiffent, fi ad genuinam fymboli iUius inde^Jlem Mathematici femper attea-* 

.diffent. (a) . .j . , 

. Hoc exemplo J^raeeunte, quae fdquuntur definitiones, facile intelligentur. ' 

(a) NonnQlU etiatn, qui veram figni bojas naturam agnoyiffe videntur . • anfi non font, 

qaam hic profiteor fententiam amplefti. Videatur v. gr. Differtatio Abbatis Calxjso 

' in naiJis Cammentariis Acaden^ Tj?uAnenfu T. 11. obi fic ftatait Auftor: // n» 

juffit pas ae voir ciairement que •>->' etant la limite du raport — ; ef y- la 

torsqiie v^ PCZ^: mais^ ilfaHt 

d^ahord 



y 



bmite au ^^P^^^TZi ^^ aurap r^ = ^''"'dx 
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§. 25, Definitioms. Limes rationis mutationum , quas dua plurcsve quan* 
titates mutabiles fimul fufcipiunt, dicatur earum ratio differentialis ; & exponens 
hujus rationis dicatur exponens differentiatis. Operatio, qua exponens difTeren* 
tiaJis quaeritur , dicatur differentiatio. Item : calculus , qui occupatiir rationibus 
dlfferentialibus inveftigandis » dicatur caUulus differentUAis. 

Sit P funftio quantitatis mutabilis x; exponens differentialis harum quan- 

AP 
titatum defignetur ^, Item , fint -P & Q duae quantitates mutabiles quaecun- 

ax 

que, exponens differentialis harum quantitatum defignetur — • Et fymbola 

T-f -r^ . • . . fpeftentur tanquam figna fimplicia, nulia apparentis ipforum 
compofitionis ratione habita. 

Hinc, fi jP eft potentia ordmis cujuscunque n quantitatis mutabflis x^, 

dP 

_ = «jcn-i (g, 23.) Pariter fit Q potentia alterius ordinis m quantitatis mu- 

ax 

tabilis x; erit -7^ = mx^K Hinc ^-^ «= —x^^. 

Ax dQ •» 

Etenim lim, AP : Aat = nx^-i : i 
item ' lim. Ax : aQ = i : wjf««"-* 
Ergo lim. AP : aQ =1 nx^-i : mx^-i (§• 14.) 

feu ^ = ~jcn-m. 

dQ «• . 

Item : fit P funftio quantitatis mutabilis x, qualis fequitur 

* ^ 

p .= ^a + Bx^ +Cxc +Dx<^ +.... + Lx^ +Mx^ +Nx^ 

fit ~ =1 Aax^'i + Bbo^^ + Ccxc-\+Ddx^-'^ + ..^.+lM-i+Mmx^'^ + Nnx^-K 
ax 

§. 26. F;cercitii caufa adjungam nonnulla exempla variarum funftionum^ 

Sint P&Qi duae quantitates mutabiles, qu» referantur v. gr. ad eandem quan* 

titatem mutabilem x: quaeritur exponens differentialis ' ^ > 

E3 (AfAP) 

i^abord attacher ufU idek nette Bt precife d dt/^ d j? , di& ; a/in que ces expreffions 
fignifient quelque chofe par dUs^minui et independamment les unes des autres. 
Cttm naperrime vir tdco fagax ejasmodi difEcttiUtem moverit, e re profefto eiTecexi- 
fendum eft, in limine, & cum prima illius iigQi introdnftione, leftorem de vert 
ejtts fignificstione monere» 
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(/'+AP)(Q+AQ) = PQ + PAQ + QAP+AP.AQ 
Hihc A.PQ = PaQ + QAP+AP.AQ 

Hinc lim. ' ^ s= P . lim. -^ + Qlim. ~ , 

feu '^-^ = p4Q+QdjP 

d* d* ^^d* 

Eodemmodo L^ = PQ.d^ + i?^ 

dx dx dx 

= PQ ^ + PJR^ + q^R^ 
dx dx dx 

d.PClRS _ pnpdS^g d.PqR 
dx dx dx 

= P(^R^+PqS.^+PR^^^JtQRS^. 
^ dA? djc dx ^ dx 

Et (ic deinceps. Scilicet exponens differentialis produfti quotcunque quanti« 
tatum mutabilium, & alius cujuscunqbe quantitatis mutabilis Xy aequalis efl; 
fummae produftorum omnium priorum quantitatxun una excepta, per expo- 
nentem differentialem hujus quantitatis & praediftae quantitatis x. 

Eademque regula applicatur ad inveiligandos exponentes differentiales 
quantitatum fraftarum. 

Etenim ~ = PQr^; ideo ^ = i?^^ +Q-^^. Sed (§• 55.) 
^ dx 

iQl* = -Q-i£; &ideo li = Q-.d^-,PQ-»dQ= 9f,-P'i 
Ax ^ dix* j^ ^ Ax ^ dx ^ . 

Exponens hic difTerentialis obtinetur etiam modo fequenti. 
Sit I =2, erit P^QZ; hinc If = Q^ + iT^^ 

dZ idP P AQ 

Hoc 
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Hoc eft: multiplicetur denominator fraftionis per exponentem differentialeni 
numeratoris , ab hoc fafto fubtrahatur produftum numeratoris per exponenteni 
differentialem denominatoris ; oritur exponens differentialis fraftionis. 

Hisce exemplis continetur univerfus calculus differentialis , quatenus ad 
funftiones tantum algebraicas pertinet. (De quantitatibus tranfcendentibus & 
exponentialibus poftea dicemus.) 

3 

Sit V. gr. quantitas V^Qixx-^x^), cujus quaeritur exponens diffefentialis. 
Sit P= r(axx-x^) = Caxx-x^)^. 

^ = l(axx'X^yH2ax'3x*) 

dx ^K y K 

2ax-^xx iax-^xx ^ 2a-^x 

=* 3l{axx-x^)^) " 3^-^(*(«-^)') * 3K<«-*)*)* 

sit p= *v + ^*V '+ -s«'i^* + c/y" + 

II = m:<r-Y + p^^'y + rBx'-y + tcx'-y+ 

+ IZr»* V"' + q^x^y"^'^ + '^^V"' + «^^V**' + > 

§. 27. Quemadmodum ex data relatione mutua duarum pluriumve quan- 
titatum mutabilium quaeritur earum ratio diflerentialis : fic viciffim ex data 
ratione difFerentiaU duarum pluriumve quantitatum mutabilium , quaeri poteft 
relatio mutua ipfarum quantitatum, Haecjrelatio dicatur ratio integralu; ope- 
ratio qua ratio integralis quaeritur, dicatur integra/io; & calculus, qui occupa* 
tur inveftigatione rationum integralium , dicatur caUuIut integralis. 

Exempta. Data fit ratio differentialis 5^^ = *" = ;4j(« + i)*" : fi* «tio 
integralis JP= ^ipjJf^+^- 
Sit ratio difFerentialis 5^ = y + *5| J ^^ '^^^° integralis P = xy. 

Sit ratio differentialis ~ = y^^^Tx ; fit ratio integralis P ^ ^- 

yy 

Obfervatio i. Data relatione mutua duarum pluriumve quantitatum muta- 
biliuta complexarum, quarum termini partim funt conftantes : hi termini con- 
ftantes non afficiunt exponeutem differentialem. Quare viciffim, data ratione 

diffe- 
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difFerentiali duarum pluriumve quantitatum mutabilium, non unica ei refpon-» 

det ratio integralis ; fed haec ratio , praeter quantitates mutabiles per rationem 

I differentialem determinatas , afTmnere etiam poteft terminum conftantem , qul 

vulgo per C defignatun 

Ita fi ^ ^ x^; fit i^= C + —x^+i 
dx n+i 

ax ax 



/ J n ^ 






X 



Quantitas haec conftans C, quae , rationis differentialis tantum ratione habita , 
' cft indeterminata , plerumque per naturam quaeftionis propofitae determinatur. 

^ Extmplunu Sit -r-^ = (•^^— ^)**; & quaeratur ratio integralis huic xationi 

difFerentiali refpondens, talis, utratio illa evanefcat, quando x^a. 

Ideo P = C+ JL(j;— fl)»+i. Atqui quantitas _L-(x — a)a+i evanefcit, 

pofito x=fl; ergoC=o: & -P = (*— fl)«>+i, quae nunc dicitur ratio inte- 

^ gralis completa. 

Sit vero _ = («H-jp)"; & quaeratur ratio integralis talis, ut evanefcat 
d^r 

pofito jf = o. 

P^ C+--^(a+Ar)M-i. Atqui, pofito xs=o, (o+x)n+i fit ««+». Ergo 
fi+i 

. C= L-an+i. Proinde P=— ((fl+;f)«+i— fl°+0 

«+I ff+i 



»+1^ i ' 1 t. I 3 I 4 



Exemptum. Sit ^ = _£— =(a+jc)-i; & fit P«o, quando ^ = o. 

dJ(f a+Jt 

V V* Jtf3 v4 ^ v5 v6 

« *«* a* a^ ' fl^ " a^ 



SchoKum^ 



/ 



4x 

SehoRum. Sic exceptionem tolli cenfeo communiter hdc usqite pr%ceptatt 
integrationis formul» ^ =* = (p+xyiy quae deducere videtur ad rela- 

tionem integralem P^C+ hi^^Y^ ^^^^ omnino caflam, & quam ideo alia 

methodo explicare mathematici allaborarunt : cum oftenderim , formulam illam 

dP 
eodem prorfus modo evolvi, quo formula generalis ^ — = (a+jp)», feu 

/1 — C H — L-ra+jt)n+i; addita conditione, quod evanefcat, fi jr = o. (Vid. 

prseter alios, Euleri Calculus integrdks ^^. L pag. a6. & ^7. ubi illuftris hic Ma- 
thematicus iterata vice exceptionem illam affirmat.)' Ipfe eandem fententiam 
profeffus fui in Differtatione : Expofition elmentaire des Principes des Cdlculs fup$* 
rieurs pag. 93. Fatendum tamen, cafum hunc a reliquis eatenus effe diftin*^ 
guendum, quod fubfhraftio indicata. (a+j6)«+i — a^+i peragi, & divifione aftA 
inftituta fadror «+ 1 tolli neceffarior debeat, ut fonzulla intelUgibilis emergere 

poffit. ^. . • .. . 

ObfertHfth 2. Data relatiime mutua duarrnn phiriumve quantttabim muta- 
biKum , yatib <iifIereQtiahs eariindeni femper poteft obtineri , ideoque calculus 
differentialis potefl dici omoimode cpmpletus.- Idem non Valet. de calculo inte- 
grali. Scilicet data ratiohe differentiali duarum pluriumve quantitatum muta-i 
bfliiim non femper obtineri potefl: ' rd^dM * earum integraiis;''^empe non ob^ 
ftantiibus affiduis. fagaciirmicarum 'maUieqiaticorum fludiis^ calculus intcjgralis 
lidhiu; in cunabulis jacet) xiec uUa regula omnino geueralis pr^fto effe dici 
potefl, qu^ omi^es omnino fprmuld^ pofllnt ad integratipnepi perducL (Quid-< 
quid hoc refpeftu fperaverit fiAgacifs. Dn. PaccAssi. Vide Phijjikalifche jirbeiten der 
iintrachtigen Freunde zu fj/ien. 1786.) *' 

Niniium a fcppo meo abluderet, formulas, quarum integratiopes inpromtu 
funt , exponere , pariter atque arti$cia , ^quorum fubfidio plurimae formulae inte- 
g]^ntur, qu3B primas calculi integralis regulas effugere videntur, tum & in- 
v6Qta varia, quibus integratio formu|arum copiplexanun .^d* integlra|ionem for- 
mularum ( fpecie faltem ) fimpiicium reducuntur. Confulendi eam in rem fimt 

m 

auftiores, qui ^ calculo ihtegrali fcripreruntv eofirie, ut ipfam perficerent aut 
tironibus ^x^iaofir«nt : qup$ iatejr xiipprninare iufficiet ^Cqtbsu^ Traftatum de 



4^ 

tbrmania mnjurarum^ aut' Walmeslet Ancdyfe de ta mefure detragorts et des aa^ 
gles , & prae ommbus Euleri InJHtutiones eaUuH integralis. (a) 

§. 28« Cum exponentes difierentiales quantitatum mutabillum plerum* 
que & ipfi quantitates mutabiles fint; qua^ de qualibet quantitate mutabili dida 
fimt, ejusmodi quoque exponentibus differentialibus poflunt applicari. Nomi« 
natim quaeri pofiunt exponentes difierentiales iftiusmodi exponentium difie« 
rentialium. 

Sit V, gr. P fun£lio quantitatis mutabilis x^ cujus exponens difierentialiis 

iL. Quod fi exponens hic & ipfe mutabilis eft: |indagari pariter poteft tam 

X 



AP 

ratio mutationum fimultanearum quantitatum variabilium ^ & ^; quam ratio, 

quas eft limes iftius rationis, atque^ejus exponens« Ratio, quae limeis eft ra^* 
tionis mutationum fimultanearum exponentis difierentialis duarum pluriumye 
quantitatum iftutabilium & unius ex iUis, dicatur ratio differeniia&s fecund\ ordi» 
nis; & exponens pr»di6tee rationis dicatur exponens difftrentialis Jecmdi ordinis. 



dP 



Ltialis 



inutabilis x eft lim._l£; & ead6m,de caufa, qui prius, nempc majoris cal- 

culi fhcilitatis caufa, exponens ifte denotetur figno 4^- Et hic (imo etiam» 

dx^ 

fi fieri poflet, a fortiori) repetenda fuht', quae de fmiplicitate fymboli huju^ 
liionui, non obftante ejus apparenti cqfnpofitione- Ne qtiis quaerat: quid fifi 

ddP, neque quid fit Ax^l NuUum, quod fatisfaciat, obtinebit refponfum; 

ddP 
Confideret potius fymbolum j—j. tanquam expreffionem unicam & fui generis, 

cujus termini apparentes nuUam fervant relationem aut nexum cum quantitati^ 

bus A*P, & Ax^ , ex quibus incautiores mathematici ebs derivare aggredi pof- 

fent, & reipfa nimium firequenter aggrefli funt. 

Si 

(a) Utnt Imperfefhis etiatnnnm fit calctiltis integrtlis : ea tainen eft «idtitndo fonnnla<« 
" "^ ' rum , isLUx quu integrare , qutm quts ad limpliciores reducere licet, & formobe hai 
in tot volumlnibua^, vel a privatia mathematicia , vel ab academiis editis , difperfse funt ; 
Qt gratam acque ac utilem matbematicis navaret operam , qui formulas jam integratas 
(CoTXsiT & Walmeslkt exemplo), !n tabulas apte difpodtas redigjBret» 
ope faepenumero a labore tscdiofo ii ibperfloo vacare liceret. 
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Si exponens diiferentialis fecundi t)rdinis ^^ fit & ipfe quantitas mu« 

tabilis.: operationes, quae cuilibet quantitati mutabili applicatae fuerunt» huic 
etiam exponenti poterunt applicari ; & nominatim qu^ri poterit tam ratio mu« 
tationum fimultanearum quantitatum mutabilium ^-^ & x^ quam ratio limes 

iflius rationis , & ejus exponens. Haec ratio dicatur ratio differentkUs Urtii ordinis^ 
& exponens ejusdem dicatur exponens differentialis tertU ordinis. 

Exponens igitur diiTerentialis tertii ordinis praediftse funftioiHS P eft 

lim> ^^^ ; & majoris calculi facilitatis caufa defignatur fymbolo ——^ quod 

A.-r AX^ 

pariter fpeflandum eft tanquam fignum unicum , incompiexum » non quafi com<* 
pbfitum ex duabus partibus d^i' & Ax^. Neque movenda eft quaeftio abfona, 
quid fint termini illiapparentes; neque comparatio aliqua fignorum d'P& dx^ 
cum quantitatibus 6}P & Lx^ eft inftituenda. 

Hinc facile liquet> quid fmt rationes & exponentes difFerentiales altiorum 
ordinum, 4^, 5^^ 6^ . . . n^; &quiddenotarecenfendafintfignaiI]is 

reipondentia, ^r— r, -r-^, — ^. . .3— • 

dx^ djc^ - dx^ djc* 

En aliqua exempla praecedentibus iUuftrandis apta« 
Sit P « *n. 

Erunt ^ « iMpn-i 

d3p 

d4P 
• j^ « «.««I ... «•3.xa*4 

dsp 

^ « «.«.l...«-4.x«-S 

- • • • 

• • 

d»P ' ^ % 

dar"* ^ 

exponens « fuerit numerus integer pofitim, feries haec exponentium 
llifierentialium abrumpetur. 

E^ Sci- 



1^^^ 



1 



► 



I 



44 



Sdlicet: fit ««», erit ^ = <i.«-i ... . a.i.x««i.2.3 » 

' . dn+i/» .. 

et -3 — — >= o. ' .. 

Nempe exiftente « numero integro pofitivo: exponens differentialis , cujus ordo 
per ipfum potentiae exponentem defignatur, fit conftans; & exponentes diffe- 
rentiales ordinum fuperiorum evanefcunt. 

In cieteris cafibus,, ubi » riori eft numerus integer pofitivu^, jiunquam per- 

venitur hd exponentem differentialem conftantem , nec ad evanefcentem 

■■■■.•... * • 

Setundum Exemplum. SitP= zy, & quaerantur omnes exponentes diffe- 
rentiales refpeftu ejusdem variabiJis x, cujus z&y cenfeantur effe funftioaes. 

ff 

Sitideo P r= sa/ 

da:3 da:3 T^dx dx» ^ ^d*» dx ^ ^isei . 

dat da:4^^ daS ^ da:* dx» ^ ^da3 da:^^da:4 

4 



dx5 
Generatim» 



•" ^dl^+Sji^d^+^^dl^-dFs + ^W^dra^^^Sd^^-JiF+fe 






Identitas (jam a Leibnitzio obfemta, Mfcell. BerQl. 1710-) coefficientium 
terminorum fucceffivorum harum formularum cum coCfficientibus formulae bi- 
nominalis Newtonianae neminem attentum effugiet. Ijpfeque differentiationum 
fuccelfivarum proceffus identitatem hanc liquido manifeftat j 



t • 
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Sit i» « ^ 



X 



!fx 



.— I 



^ =*-'^ ^vx- 



dx 



6x 






«•"P _ ^id4 



<!«'♦ . '• dx* "^darS 



? - 45^* +?^S''-' -^tg^' + ?«'-'• 



•&c 



&c 



&c. 



Sit P= (xjf— «i)« = (jf+«)w.(x— a)»; 



Sit y = (*+«>• 



ddy 
djc* 



wi.w-i.(*+fl)™'"« 



s= «(jir - fl)m— 1 



= i».m-i.(jc-fl)«^a 



2-| ss w....in-a.(i>f+fl)"»— 5 

^ = i»....i»-3.(Ar+fl)'n-4 

£4 «= ffi»..»«-4-(jf+»)'"'"5 

djf^ 

• • • 

• • • 

• • • 

*!| ss »»....f»»-(«l-l)(*-Hj)m-». ^ = «....«-(<I-l)(jf-0)»-». 



« s= (x-a)» 

dz 
Ax 

Mz 
dx* 

cU3 

d% 
d*5 

dnat 



s= «....i»»-a.(jf-fl)"~-3 



es ni....«-3.(x-fl)«"— 4 

= «....M-4.(jf-o)«—5 



dJP 
dx 



«= m . (*— a)"» . (jf+«)»— » 
+ M . (jf— a)«— I . (Jf+«)"* 



ddP 
djc» 



= 01 . «— I . (x—ay« ' . (x+o)jn-« 

« 

+ 2 - m , m. (JC— a)«n-i. (*+«)«—« 
+ «. «— I . (jc— «)"»-«. (jf+a)w 

E3 



d3P 



,k 
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+ 3-«»-<W-I • w • (J^ — fl)«-«. (;c+a)m— 1 
+ I.fH.fff-l . «— a . (Jf— fl)m'-3. (jp+fl)m 

2P = ♦» . • . . , «|_3 . (x— fl)m , (^4.fl)m-.4 

+ 4 • m . «» . ffi — I . m — 2 • (x~fl)«— I. (;c+fl)»«— 3 

+ 6 . «ff • fff-i . ffi . fw— I . Qx — fl)m— a. (Ar+fl)»-*a 

+ 4 . fif . fW-I . f»— a . f» • (;r— fl)«— 3 . (jc+fl)w-'t 

, + I • w l»--3 . (JP— fl)«— 4 . (JC+fl)» 

Ordo regularis, juxta quem coefficientes fefe fubfequuntur, longe apertius 
l>atet, quam fi quantitas^(;ip*— ai)« non fuiflet in faftores fuos foluta. 

Utut regularis fit poftrema feries; eo tamen cafu, quo m eft nimierus ixk^ 
teger negativus , differentiationes fucceffivas paulp alker inftituere juvabit. 

Exemplicauia: fiti»=— i: ideoque P=^ 5 — « JLf JL ^ ' ^ 

x^a^x-i^ 2a\x^a x+a^ 



2» 



ddP _^ ^ f + I . a . (jf— o)-9 > 
d* » " a« 1 — I . a . (jc +o)-3 J 

dff ^ j^f — i.a. 3. (*-<>)-*> 
d*' 3«i+ i.a.3.(*+or* J 

4!f= JL5+«-.-4.(*-«)~*l 
d** 2« l— i....4.(x+o)-5> 

djfS^ aai+ i....5.(x+fl)r« f 
&c. &c. &c. 

Tironibus identitatem utriusque differentiandi proceffus oftendendam, ati v*« 
rias alias abbreviationes evolvendas, relinquo. 
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§. ag. Quaecunque de imperfeftione calculi integralis , quod ad exponen-* 
tes dlfferentiales'primi gradus attinet, difta funt; tanto magis valent de inte- 
gratione formularum differentialium fecundi, tertii, altiorumque ordinum , qu» 
nonnifi perpaucis cafibus inftitui poteft; utcunque eam promovere allaboravei- 
rint mathematici, quorum hanc in rem inventa collefta exhibet celeb. Eul£« 
RUS in opere jam laudato In/lituiionum takuli inUgraHt. Illuftrationis & exer^ 
citii caufa pauca quaedam exempla facilUma hic fufficiant. 

Unde rurfus z ^ C'+Cx+ . ' . (*+«)«+«. 

tn-\-i • fif+a 

Quouiain quaelibet integratio introducit aliquam quantitatem conftantem , 
pofl: fecundam integrationem duae occurrunt quantitatcs conftantes C',& C, 
quae plerumque per particularem aliquam quaeftioius coaditionem detenninantur. 

Sit 




*^ » C^+Cx-^- 1 (jf+a)«+» 

j!:*£ «C"'+c"jr+ic'*«+-i-C*H-7--^ — ri^-^y^ 

O^f^ 1.2.3 "•+! • • • ♦"+4 

^ :^Ov+C";g+-l^C'»^+-^Ojf3+.JLCy^+ ' ^, (*-f^>"+^ 

• • • • 

• • • • 

• • • • 

^ =CM*>+O^W;f+-I CN-v*» + + L-.C*n-3+_^ — ! (*+»)«+a.« 

d** i.a I.2...W-3 «i+i...»»H-»-a ' 

4? «CN-u+C»-' W -LCN-»V;e»+— CM-Vx 8+. . . + 5 — e»n-a+ \ (x+0)m+ii.i 

d» \,% 1.3.3 i.3...»-a m+i...ffH-fl-i - 

a aeG»-'+CK-«;f+JLCK-"*«+— i- CN-«V*3+.,.+ ? C**l+ 2 (j*+a)m+B, 

I.^ X.3.3 I.2...A-I . «t+I...f»+»^ 

CAPUt 



4B ■ . _ ■ 

Caput Tertium. 

De tbeoremate Tayloriano. 

nPheoremate, quod Taylorianum dicitur, data mutatione quantitatis mutabi- 
lis^ determinatur mutatio^ quam ejusdem quantitatis mutabilis fun^tio quaecun^ 
que recipit 

Theorema hoc tam multiplicis efl: in calculo diffeirentiall & integrali ufus , 
tit accurate explicari , & quo par eft rigore , demonftrari mereatur. Taylor 
(Mathematicus Anglus) illud expofuit in opere fuo infcripto : Methodus mcremen^ 
torum (iire&u Sf vnverfa (Lond.1715.); fed ex formula (§• f. Introd.) 



pm^ P+ Hap + OL.atzlA^p + H . . . . !!!l?/i^p + 

I 12 I 3 



I Aof .1 2 Ax* 12 3 AJf^ 

confequi tantum indicavit. Plerique poft illum autores fupplendae huic dedu- 

ftioni ideam infiniti adhibuerunt, quam hoc opere penitus elimifiare ftudui. 

bx Differtatione infcripta : Expofition ekmeniaire det principes des caUuls fupe^ 

rieurs , theorematis hujus demonftrationem ad notiones claras & mere elemen-i 

» ^ tares revocare allaboravL Cum vero, quam pag. 47—51. propofui, demonftra^ 

ftratio (inprimis autem quod attinet ad expreffiones in pag. 51. contentas), 

minus firma mihi videretur, neque mihi omnino fatisfaceret (quod Innui pag. 

207.); aliam pag. 208— a 10. fubjunxi, Academi^e Berolinenfis de praedifta Dif- 

fertatione judicio pofteriorem ; quam, & ill. Kjestnerum {AnfcmgsgrHnde der 

Analyfis des Uncndlichen^ 2te Aufl. §. 144 feq.) jam tradidifle poftea comperi. Ni- 

titur ea hoc fundamento , quod funftio quaelibet quantitatis mutabilis ferie po* 

tentiarum hujus quantitatis in conftantes quasdam duftarum exprimi poffit, qua 

reduftione admifta, demonftxatio h^c mihi piane fatisfacit. 

§.31. Primus Cafus. Sit m^ poteftas quaecunque quantitatis mutabilis x^ 
qu3e fiat x+i; ita ut x^ fiat (x+by. Jam vidimus (§. e. Introd.') efle 

(x^> = x^+^xn'ib+—.—x^'^^ + !t..,^x^'^b^+—...ZZ^x^^^b^+ . . • 

i 12 13 x^4 

Sit 






A<i 



• • • • 



Sit P »x» 

Erit(§.a8.) ^ « "*""' 

4 . • • ' . 

4^ ^ n.n-i.x^» 

• • • • • 

^l^ ss n.n'i.n-st.x^l 
^= n . . . . «-3'*»-* 

dJC* 

dx5 

&C. , &c. 

■ * • • , ■ . 5 dP A» ddP^ i' d^P. M d*> is dsp 

Proihde kiftente P potentia qualibet qimntltatis mutabilis x, valor Jiujuis po- 
teftatis, refpondens mutationi propofit» h quantitatis mutebilis x, exprimitur 
per lianc mutationem 6, & per exponentes differentiales ordinum fucceffivorum 
ipfius illius poteftatis & quautitatis mutabilis x. 

• • • » -* 

§, 32. Secmdus Caftu. Fuhftio prot)orita P quantitatis mutabilis x aut fit 
iBimedia^ ex potfliitiiaquantitatia mutibilis * compofita, aut adfeas redufta. 
JScilicet fit P = -4v» + 5a,*+Cxc + 2?Jc<>+\E:jf«. • . . . . 

. feufit P= Q + * + 5 + T + ^ . . . . . . 

ubi jQ, J?, 5, r, ^ ..... . fuut potentiae quae- 

libet quantitatis mntabilis x , coefficiefltibuff datis affeft». 

Sifltetiam P', QV H', S', t, V • valoresomhiumpne- 

diftarum funftionum , quos recipiunt, qxiandojf, acceptamutatione*, fit*+5, 
Erit ideo P = Q + * + 5 + r+i'+ 

dP ^ dQ d« ^. d^ AT ^. dT + . . . . . 
d* djc ,. d« d* d* d* 



ddP ddQ . ddff . d45 . ddr dd^ . 
djc» djf» ^ dx» ^ djc» ^ djf» ^ djc» ^ 



"41? 
djc» 



5» 



S^^'^ "^ i;;^ "^ ^^ d^"^ 'dJTi'^ 

d<i» d^Q . A^R . i*S . d*T , d*r . 

d^' dJ^ '*'d^*d^*'*''SP'*'d^'^ 

dsp dSQ . dsje iss dT . d'^ , 

a:;^''^^ "dj?^ s^ dx^ '*'^ 



dMiP^ d"Q dwJg * ^M dWT d^ , 
djf"» *" dx* "^" djf« "*" d*» daf«n * dx« 



Item P' « Q' + Je* '+ i;' .+ T* + ^ + 

« « « 

Atqui (Cw. /) 

O' _ O + idQ+-*' ddQ . A» d3Q A4 d4Q 5» d^Q . , 

^ ^ I cU 1.2 cU* i.a.3djip^ i...4dJir^ i.-S djc^ 



• • % 



. _ 6 ^+*1^4.^d'^4. ** d*J? . *« dsj? 

■^735' i.adJf* "*'i.a.3d*» "*■ i:::^ d^ "*" Hs d*« "*" * 

c* c j. * ^ . ** d^ ^ *^ d>^ . *4 d45 . i5 d55 , 

I dop i.ad»* 1,2.3 d»3 i...4djp* i...5djc5 

•j^ 7, . *dr A^ddT. i^ d»r . M d^r^ bs d^r ^ 

^ I d*^i,3d*» ^i.a.3djr» ^i..4a^* i...5d*5 

«-_«-. i§£Ixlld*^a. *' d*^^ ** d*^ . M d^r. . 
'^ " "^ I d* ■*'i.aa^"*'ri:3 cC?^"^ nilJ7-+i.;.rd*i "^ 



• • • 



• • 



X djc i.adv* i.».3d;ip^ i...4d«* i...sqx^ 



Proindet admifla funAioms cujuslibet qaantitads mutabilis in poteftates 

quantitatis hujus decompofitione , rigorofe omnino tiieorema Taylorianum de« 

monflratur. Defiderari tamen poterat, ipfum» reduftione iUa non fuppofitat 

fufficienter ftabiiiri: quod in Diflertatione infcripta Tieormatis Tlylarum drnon- 

ftratio (Tubingae 1789.) praeftitit clar. Pfleiderer, poftulando taotum, muta^ 

tionem nP fun6tipnis P, quae eft funftio mutationis Ax variabilis x, talem efle, 

ut exprinu poflit per potentias hujus mutatioms» quarum exponentes fequun-* 

tut 
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tar [Mrogreflionem natneroram nfttaralimn. Hujus meihodmn fuccinfte expo« 
fitam hic fubjunganu 

§. 33. Sit P fiinALo quaecan^ quantitatki mutabilis x. 

Sint P^, P^^ P^, P^, P^. , . ' P», Pif+i, v«lor«s, quosfimaio i 
tnduit, fi loco jv fiibitituantur quantitates 

x+Av, x+i&Xf X+3AX» X+4AX, x+SiBur . . . .x+«^, JV+(«+i>lr. 



SltedMB 1» 


«P+ 


Hine P" 


= P + 


jjiii 


-P+ 


piv 


«P+ 


P» 


»P+ 



54A« + 



Btk* 


+ 


C&xi + 


17Ax4 + . . . 


2iBAK* 


+ 


a3Ci\«3 j|. 


a4I7Aa:4 + . . . 


8»BAx» 


+ 


33Cl«3 + 


S^DAc* + . . . 


^sBac» 


+ 


4SC&a:3 + 


44Dax4 + . r . 


S'BAx* 


+ 


53CA«3 4. 


54JDAar4 + . . . 



P^ »P+ «i<A«+ ns£Ax»+ »sCa«9 + «4Dax« + 
p»+i aP+CfM-iX^Ax+Cn+z^^BAxs+Ct+lX^C&xS 4<j»fz)«J}Ax4 + 



'UDde 

AP(»P'-P) 
aP'(»P"-I»') 

aP" («P"-P") 

^piV^apT.piT) 



BifAX + 

».<fAc+ 

Bi(A« + 

.ifAx+ 
s^lAx^. 



Bax» + 

(a»-x)BAx9 + 
(3»-»«)BAx» + 
(4»-3«)Bax» + 
(5»-4»)BAx» + 



CAx3 + 

(a3.i)CAx> + 
(33-a3)CAx3 + 
(4»-33)Cax3 + 

(53^S)CAX3 + 



JDAx* 

(»*-z)Dax« 
(3*-a4>DAx4 
(4*-3*)DAx4 
(5«-44)Da«« 



4« - - - 

*i* .... 
+ . . • . 
+ •»♦.] 
+ • . . ♦ 



AP>l^i(«:P"-P^i)«:ilAx+<A».(j|.i)»)BAx»+(A3.(n.x)3)C!Ax3 +(n4.(A-x)4)OAx4 + ; .- .- . 
^pK(a.p»+>.pH)=,<laa?+((;^f.i)tn»)BAx»+((n+i)8^3)QU3+((<i+i)4w»4)DAx4 +. . , . 

In liis aequationibus co€fficientes t» .^ISlv difTerentiae fiint piimi ordinlik nn« 
merorum naturalium; proinde (§. q.Introd,) inter fe aequaleSf oempe m ti^ 
differeotiae ultenioram «rdinum eyanefcaot. I£&c fit 



G« 



AaP 



5» 

AsrCssAP^-AP) eA"(a»...i)BAa;* + A'^(a»...i)CA«» + A"(a*...i)BAa4 +,,, 

A5P'(=AP"-AP') ■a:A"(3»...i«)BAa;» + A"(33...i3)Ca«3 + a"(34...i4)Ua«4 +... 

A»P"(*aP"'-aP") c=A"(49...a»)BAar» + A"(43...a3)CAx» + A"(4<...a4)DAa:4 +... 

AaP^J^csAP^^-AP"') •=A"(5»...3*)BAa» + A"(53...33)CAa9 + A"(54...3*)Da«< +... 



• . 






A»P*^-'(=sAP''.AP^-i)«A"(»+i)»..(«-i*)BA4:a+A"(»+l)'"(»-l)5CA«3+A'*(«+i)4..(«.l)*-DA«4+'..; 
A»P*'(=AP^+i-AP*^)aA^(tt+a)»...«*)B«i»+A"(«+a)3.,.«3)CAa:3 +A"(n+a)4..,n4>CAx4+... 

In 1)^1 ^q,uatioj}ibu$ co^fficientes rv B^x* . funt difCerentide fecundi ordinis fecun- 
darum poteftatum numeroruni;naturallum; ^roinde (§«9. Jbitrod.} conftantelfi, nempe 
Bi 1 . 2 ; &- differentiae alteriortim ordinum' cvahefcunt. Hinc fit ' 

+A'"(35...l5)^5 
ss A"'(43...l8)Qk«3 +A'''(44...i4)DAj?* +A'"(45...i5)CA»5 
» A'M(g3 , . . a»)CA*3 +A"'(54..:a4)DAJf4 



A3?(»A»Pi-A»P) 
A3f'(=A«P''-AaP0 
A3P"(=A»P"'-A3P") 
A3 P^X^fiiP^^^tP^O- 



Uli 



A"'(33...i»)CAx3 +a"'(34...i'»)DA«* 



+A'"(55.,.a5)EA«5 



itii 



= A'"'(63...33)CA«5 +a"'(64...34)DA»4 •+A"^6S^..35)JSA«5 



+. . ; 

*i • • • 



A3pN-I(-A»P^-A«P^-I) «A*''(«4a)3..II-l)3CA#3+A"'GM-a)*..»-l)4DA«4+A"'(l»+a)5..(i|.i)5^5+„; 

A3P^<-=A«P»+»-A»P'^ « A"'(«+3)3. . . »3)CA«3+A"'(«i+3)4. . . ii^^DAiK^+A^^^Ji+S)^ . . . ii5) EaxS +. . . 

* In his aequationibus co^*fFicientes t« C^x^ fuut diiFerentiae tertii ordinis tertiarum 
poteftatum numerorum naturalium; proinde C^. q. Tntrod.) conftantes, nempe » i.a. 3, 

& difterentiae ulteriorum ordinum illorum coefficientium evanefcunt Hinc rurfus 

• • • ♦ » 

A^P^^ASP^-A^P) ifA'^(44...i)DA*4 +A'*(45...l)Bl«5 + ^"^(4* • . . I)FA»6 

,-+A'^(S5...i)BX*5 

+A''(65...a5)£A«5 

+ A"(75.,.35)JSA*5 



A4P'(=A3P"-A3J^) 
A4P"(=A3P"'-A3P") 

A4P"'0=A3 P"nA3 P'") 



«A''(54...I)DA«4 

«=A''(64...a4)DA*4 

asA"'(74...34)pA*4 



+ A'^(5«...i)iv\««, 
+ A|;'(66.,.a6)FA*6 

+ A"(7»...3«)fA*« 



•4-»#» 

+..: 

*»• • • 



• • ^ ^ 

A4pN-l(*A3P«-A3pN-I)«A'^(«+3)4..(«.t)4DA»4+A''(«+3)5..(«-l)5£i«5+A''(«+3)'.'(«-l)«lvV**+...- 
A4P»(=AJ P^^+^-AS PN) «^"(«+44 . . ,n)4DAx*+k'\n+4)S.,.nS)E&xS +A'\<i+4)«. . .««)FA*6+.. 

In hjis aequationibus co^fficientes th DAx* funt difierentiae quarti ordinis poteftao 

tum 



5iB 

tum quartarum numerorum naturalium; proinde ( §. ?./«/ro<f.> '«xJoftSntes, 
Hempe = i."a. 3I-4.' 6c diSerendsfe-ulteiaorum olrdihum' evanefcuht. ' '' • ^ 

Hinc fumtis difFerentiis; quinti prdinis funftionis P co€fficiente;5 W EAx^ 

fiunt differentiae quinti ordinis poteftatum quintarum numerorum naturalium; 

proinde (§. q^Inirod.') conftantes, nempe = i. ;{.•.. S- &:.diflferentiae ujteriot 

rum ordinum evanefcunt;,. t . .- / , 

••"••• ... ^ ^ • 

Unde procedendo ad differentias fexti, feptimi, ./oftavi .^ . . ^ ordkiid 

funftioniaP; cogfficientesterminorumFAJf^, GAx^, , -K^jf^^ ^ ^ q^j „ 
fpeftive funt differQntise • -* - lexti, feptimi, oftavi..*, ordinis 
poteftatmn - •? - - fextarum,feptiniirunj,bftavajrum. ... nu- 
merorum' naturalitun fiunt refpeftive quantitatescbiiftantes^, 

'*' . 1.2-. .6, *'iia;..7/?^ j:^«...8 .... & 

differentiae ulteriomm ordinum evanefcunt. 

Sumtis itaque ratioMbus differentialibus fuco^ffivls, j|u«e ex praecedentibus 
aequationibus confequuntury fit < . 



j . . 



^P ^ A '■ •' Unde A^ I ^ 



ddP --,:»• • " n - -L ^<1^ 

d;c» . . . '.. ?-» ^d*» 



• "» » 



•f % 



d*P xV«r' ' " "^ c^ '^lXi ^'^ ' 

cU"* . . . . i.a...4 djf"* 

d;if^ , , r i ^•^..••S M 



djc^ . . i.a...6 .d;c^ 



*'-* 



•• •- • 



* <i ^ ^ •••»-• ■ m. ^ ' ' t» 



■»- • • 



^ i 



» 

G 3 Pro- 
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.. Protode 

. I d* i.adx»"*" 1.2.3 dx» i.a..4d** 1.3..5 d** i.:?..6d*«» 

§. 34. Uberrimi hujus propofitionis ufus in fequentibus patebunt Heic 

anum exemplum mere «Igebraicum utUitatis * Ipfius aSerre fulHciet : difTeren- 

tias omnimn ordinum funftionis cujuslibet quantitatiis mutabUis per differen^ 

w 

tias poteftatum numerorum nataraUum determinando. 



Qttooiam !*■■/'+ 



AP 
dx 



I 







et /w+i«P + !LtLAx i^ 

I d^ 

+ (H-.)'^,dd^ 

+ (JI+LyAx»^ 

i.a.3 dJf* 

+ (!!±i)lA*44!' 



I.2...4 

i.a...S 



Ax* 
d^ 



Erit ApH «+!-» A- dP 

(=^+x./»i)" — J — ^ 



ddP 



^+I^ii» addf 

^ 1.» dJf» 

i.»...4 d** 

i.a...s djf* 



I djr 

+ (*»a)HH-iy ^,>ddP 
i.a djf» 

(H-a)H*f iy^,d»P 
' i.a.3 d** 

. (^H^^Ol+iy^^dlf 
i.a...4 d«* 

. (M2!H«+iy^,dfP 

1.3... S dx^ 

+ - . . . ^ - - 

+ 



Ifinc 
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Hinc A«i*(=Ai»N+i-^jaN 
«+3-a(«+i)+ii 

l 



^X 



dp 

dx 



(«+ay-2(i.+iy+«v ,,ddp 



1.2 



(«+2)»- i(n+iy-\.n\ ^^d3p 
1.2.3 djr?« 

^ («+a)*- i(»+i)*+n '^^d*p 



_^ («i+2)»-a(«+i)8^i»^^^ ,d«> 

1.2... 5 dx* 



+ 
+ 



^ (*+3)-3^'H>2)+3C«»+i)-w^ ^ dP 

. »• ., . . , dx 

> 

^ («H-a)V 3(»4r2)'+3(«Hrl )«- »■ ^ ^ddP 

I.» d*» 

+ ('H-3y-3(«H-2)«+3(«+i)«-i»>.^ daP 

1.2.3 d**- 

+ («+3)*'3(«+2 y+3(«+i)'r»« ^^.d*^ 

I. a...4 d>f 

^ (»+3V'3(«H-a)s+3C»+i)«-«» ^^,d»P 

i.a..s dir' 



A«PW+i 



_ ■+3-g(«+a)+ i»+i^.. dP. 

I dv 

1.2 dx^ 

4. («+3)*-a(«»+2y+(«»+iy ^y;d*p 

1.2.3 d»« 

^ («+3)*- a(«+2)*+(iH>iy^-: ^ct*P 
'!'• 2 • • • 4 dx^ 



. • ^ 



^ »+4-3(H-3)+^(«H-:^)-(«+i) ^j^ dP 

I . dv 

+ (»f4y-3(»+3)*+3(«+:a)»-(«+xy .^.^di» 

i.a d*» 

■^ (»+4)»-3(«4-3y+3(«+a)K«H-iy . ,d^P. 

i.i.a •(' dx^ 

+ («+4)*- 3C«+3)M:3(«+a)S («+iy ^ ^d ^P 
+ («+4)»- 3(«+.q)<+3(«H-2y- («»+iy ^ y«d >p 



1.2. ..4 



dx* 



Hinc 



S6 

^' «'+4-4C«:f3)+6Cg>|-g)-4C«+0+« 'AvdP , .. 

I dx 

:, 1.2 d** ' 

4. C«+4)*-4C»+3)'+6(»+a)»-4(ff+i)»+«» ^^3d»y . 

T ——————— _—, u* -j • - 

1.2.3 d-^*^ 

+ C«+4)^-4(«+3)y'+6(«+a)*-4(«+i)*+w^ ^,d!/>.. 

1.2...5 :• cU^ 



mm 



> 

Generatim 
A-n» •+«--(«+«-i)+!!!.^«+«-;0--..^(«+«'-3)..M + 7l 

■ " ■■ ■ ■ ■ ■—*———>——■ 

^ ' . I .*••.,»» 



.Ajc 



cU 



" (M-«)»A«+«-iy+-.— («+«-2)*--..— (»H-'»-3)*...±-(»'+i)*+«* ^,„ 

'^ "" I. » -.- <1^» 

^/^■^. -\a • W lll-I/ . \- IW W-2r i^ ^va I W 



(«+«)»-.^(f^N»-i)»+^.'!::i(«+w-2)3--..^(«+«-3)»..v.±2^(«+i)3+ ,.„ 

I I a . I 3 1 /ijfad^P 



^' y »» " ■ ■ ■ " 



I. 2. 3> <U* 



> » 



. . <*H-«^^(<H-«-i)*+-.^(«H^-i)«--..^(«+^»-3)^.v±-(«+iy^«*-- '"„ 

' 4. ' • ' ^ ' 3 ' • Ay^d^P 

1.2 ... 4 '<!** 

(«+»,)5. J!l(„+w-i)s+ ^; !!:!(»+m-2)5-!L . .!!!::*(«+m-3)5 . . . ±7(»+i)5+: »« , ^ „ 

_ + . L_£ :. I__J ^ . L » A;.»^ 

^ 1.2 ... S ^ 



Nomi- 



X 



57 



Nomijiatim igitur 



m m-l 



iw-2. 



m 



A«-P=5 



- -=(- +zr^(...}-''-...^^j.-... ±^ r 

» — ' ' — **•*«— 

I dx 






m w-a 
I 3 






iff 



1.2 



ffl 



-—-(fff- !)*+-•- — Kp^^y -^ -••.. 1^*3^ •..•ZI^l 



C^^ 



1.2.3 






f,»4«!!!(«Mr+!?.^V^)4_2..,!:!:?(f,,-3)4....+!!^ 



I 2 



-^Ax 



i.s.3-4 

ffl fW-I^ NK W fff-2. 






«,5 






+ 
+ 



i.a, 



Ax^ 



A^P 



1 dx 

i.a dx* 

A«^^3d3^ 

i,a.3 d** 
d^P 



^ ^■"♦«W\ ^4 



+ - 

+ 
+ 



x.2.3-4 



d** 

dsp. 



i.a...5 dx* 



»» " ■ 



H 



Atqili 
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Atqui (§. ?. lntrod.y Am,mWs= i.a.3. . . ; i», & difierentiaB ulteriorum ordi* 
num evaaefcunt. 



— A*», W" 



d«P 



Ergo A^Pzn ""*'''" Aa;« __ 
^ 1.2. . .tn dx^ 

' ^ 1.3. ..(«H-i) cU-M-t 



i.a. . . («i-t-2) 



1.2. , .(i»l+3) djfm+3 

A«n.mm+4 ^^+,^^+4^ 
1.2. ..(w+4) a;fm+4 

+ - - 

+ -' - - - 

Itaque 'difFerentias omnium brdinum Yunftionis cujuslibet alicujus quan- 
titatis mutabills reducuntur ad differentlas poteitatum numerorum natura« 
lium. 



s 



djz 



Caput Quarhtm 



JD< ferie Bernoulliana, 

§. 35- 



it ~ =s y ratio difTerentialis data ipter quantitates mutabiles x, y, Z, 

Relatio earum integralis exprimi poteft per exponentes diSerentiales omnium 
ordinum variabilium jv & y» quod fic inveftigatur. 



iZ 
dx 



k 



AZ 
dx 



= y+4 



-c4+^^'^) 



+(|xxd^,+-_L.x3d^^ 



1.2.3 5*^'' 



O-a-a 



d*y\ 



3 cU^ 1.2...4 djc^-^' 

\i.2...4 d* i.a...s dxsy 
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Itaque 

g^r+Yf/— •^*^+ *^ 4^y— *^ d3y+-j^ d^y_ jf» dSy . 

^ 1. 3 d* 1.3.30*^ i.a...4dx3^i.2...Sd** i.2...6dx5 "^*"* 

Seriet faaec notatu admodum digna , &. cujus foecundse applicationes in fe- 
qiientibus occurrent, BemouUum dicitur; quod Joh..B£rnoujlli primus eant 
fub forma hac fimpliciflima tradidit (Vide ipfus Opera^ T. I. p. 1^5 feqq.) 

E^m^ttt. Srt tfs=x«', ^ 

ax 
dx* 

d*y 

.—4- = «»..»»-3«"»-$ 

dx* ^ 

dSy _ 



d*5 



s m....m -4XIB-5 



d«v _^ 



Ha 



Hinc 



6o 

Hinc pofito —. = jf"» 

^ n I m_Li/- ^ I w.w-i iif..fif-2 . w..-fw-3 fw...fw-4 . f^/...f«-5 ^ 
JZ= C+ Jf«H-l (l — — + .' — . 1- ^ 5 j J>^ \ 

1.2 1.2.3 I«^'.4 1.2. ..5 1.2*. .6 I.2...7 

Atqui pofito ~ = Jt« eft Z = C+ -i-jc«+i (§. 27.) 

ClJ^ fW+I 

tr I f» . iff.fM-i f»..fW-2 , ffi...fw-3 fw...ffi-4 , f9«..fy'-S 

c-Tgo = I — ~-+ 1 i?— 7+ ^ — .,,., 

fw+i 1.2 1.2.3 1.2. -4 1.2. ..5 I.2...0 i.a...7 

Obfervatio prifna. Gafu hoc facile eft expreffionum praecedentium identita- 
tem demonftrare. 

«<«. fff fff.fW«I fff..flf-2 . fff..iflf-^ fyf.«.fff-A 

Etemm i — -^^ ^H ^ — ^ + . • . . 

1.2- 1.2.3 1...4 1...5 1...0 

' T y-mA-r m+i . m , i»4-i /»-i m+i m^2 , m+i m-3 m+i /»-4 , . 
"m+lV. I 1-3 131415X6 ^"•' 

« -i ( I . (1-1)^+0 = ^ • 

m+i^ m+i 

Obfervatio feeunda. Series Bemoulliana varias induere poteft formas , pro- 
uti quantitas x augetur aut minuitur aliqua quantitate conftanti a: fit enim eo- 
dem oninino modo 

Z=C+Cx+a;y ^Tr"S?+T:r"3' dx» 1...4 d^^+TT^^ S^ ' • ' • 

Obfervatio ieriia. Cum feries Bernoulliana relationem integralem fub forma 

omnium fimpliciffima raro exhibeat ( quod ipfo exemplo praecedente ~ = a?» 

fit fatis manifeftum) ; ad eam non eft recurrendum , nifi prius tentatis aliis in- 
tegrationem propofitam perficiendi methodis, Seriei hujus collatio cum expref- 
fionibus, quae aliis methodis obtinentur, ad varia ducit theoremata, quibus 
evolvendis non immorabor. 

§. 36. In aequatione differentiali — . = y exponens pfopofitus y poteft 

efle quantitas quaelibet fimplex aut compofita, dummodo exponentes differen- 
tiales omnium ordinum duarum quantitatimi variabilium y & x exhiberi pof- 

fmt. Hoc monere eo magis e re efle cenfui, quod mathematici etiam in cal- 

— • » •- 

culis fuperioribus verfatiffinoi non videntur 411ud iatis ^gnovifle; uti ex dubiis 

patet, 



6i 

patet , qu3e fagaci/fimus Holland amico fuo clarifs. Lambert (JSrieficechfel 
1. Band pag. 105.) propofuit his verbis: „JSrA habe bejbnders durch die Bemoullifche 
Reihefinden wollen^ ob Jich nicht kUnnte fy^dx aus fydx, oder welches ich befonders 
wUnfchtej fxydx ausfydxfinden hjfen. Mein Bemuhen war fruchtlos , wie es noch alle 
weine Unterfuchungen in diefem Punct gewefen find. Wenn diefe Vergleichung allgemein 
mi>gUch ift ( woran ich noch zweifle )i fo fehe ich die Entdeckung derfelben fur eine der 
wichtigften an, die man zur Erweiterutig der IntegraU Rechnung machen kann.j, (a) 

dz 

Sit ideo conformiter voto celeb. HotLAND j-^Ayj&fitPas^y. 



dP 

dx 


y^'t 


ddP 
dx* • 


t + '^ 


d^P 
dx^ 


^t + 'S 


d^P 
dx* 


d3y . d^y 
^dx^ ^ 'd;.4 


d^P 
djc* 


'^? + 'S 



il^» 6^!? + x^ 

djc** dx^ ax^ 



H3. 

(a) Hoceft: ^^Qucerebam inprinde , anneopeferidBernaulEancBixf.yix Uceretjymix 
aut {quod prcedpue optabam) fxydx eruere. Conatus nmfuerunt irriti^ uti 
haSenus omnei nuce hanc in rem invefiigationes. i^od Ji hcec comparatio 
generatim pojjibilis Jit (de quo adhuc dubito); inventio ejus mihi una ex po* 
tiJSHnus^ ejje videpsr 1 quibus calculus integraUs perjici pojfit. 



6» 

Jlinc Zs:C+xxif 



] 



-rfi^'^ 



1.2.3 ^^ ^^ 



1.2..4 dx^ dx^ 



1.3..6 Idjf* 



+ * 



dfy 
d*5 



•] 



_£_rdfy dv-j 



I.» . 1.3.3 d* i.3..4djf» i.i,.sdx^ i.3..6d;f'*''i.2..7d;t5'*" 



Sit i^^yni 

<1^ «, ,dy 

d* ^ d* 



ddP 



.am\««m-xi^ 



^ =«...«-3^-3 [^^j V3«.'»-ir-*^ . ^+mym.x^ 



d^i» 



--^ s m...m-^yf»^\ Y^ + 6»»...m-2ym-3 P 







Ld*J d*» 4«,.^,y«.a^. dfy 

d* dx^ 



dx* 



..om.m-ir-^J^.^ dSy 

+ , «,dy dV "*"*"'^^ 



I S<w—w-3y™^^ i -- ^ 



d*(_d*^j ^ 

— r-3[^]^^g^3 



Quibus 
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Quibus fubftitutionibus faftis obtinetur valor exponentis integralis per e^- 
ponentes diflerentiales omnium ordinum quantitatum "y & x. 



^. . dZ V 

Sit iterum -r- = vy. 

dx 



Sit P = vy 



dv 



dP „dif , 
djc dx ^^dx 

dx» dA;»"^^djrrd:^ ^djr:» 

dfi^.yd!^ , dt/ddy . ddt;d£ , d^t; 

djf3 dx^^^^dxSx^^ ^l^dx "^ ^djf^ 

d*P d*y dwd^y .ddt;ddv , d^dtf A^v 

dA;*~*'jF'^'^dj<rdj<;3+ °dv«djf»'^ "^djfS 35 + ''dT* 

^-f;<^'y j_c^<*^y4-To^<*''!l!2.4.io4!iiddy '■ d^y dy , dSi; 

djf» ' d^ + Sju^d^"^* cU»d*3"^ dcScu^+Sj^d^'*'^^^ 



Hinc ZsC+rjry 




1.2.3 Ldje»^^dJcd* ^^djc^J 



*' rt;i^4.A^S+ 6^'^<*y4. A^^^^V j.„d%"| 

ix::sLd^+4dud^+ ^d^(Lr»+ ^a^ai +^d^J 

« -iii-rt;d!y 4.,dt; dV . j^ddt|_d3y d^ ddy d^t; dy d^t;-! 



+ - 



§• 37. 
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§. 37. Quemadmodum relatio differentialis primi ordinis 5r = y ducit 

ed relationem integralem, quaZ per x &:if determinatur : ita etiam relatio dif- 
ferentialis incomplexa = y ducit ad relationem integralem inter -^ 

& easdem variabiles ; ac deinde ad determinj^tionem aliorum exponentium dif- 
ferentialium inferiorum ipfarum Z & x. 

ft c^!^ ddZ 



- • -^" d*» - 


y 






' 






- 


Erit (§. 35.) 
d^ I.: 


idx 


ai3 


ddy 
1 dx* "■ 


X* • d»y 


*5 


d*y 
5d** 




Sit ^^ = C + i^. 

dx 








■ 








Itaque^ = 


y 














ddP 
d** 


dx 


■ 








- 


• 


d3p 
dx3 


ddy 
dx* 














d*P ^ 
d** 


dV 
d*3 














d*P_ 
d*« 


dV 
d** 






f 









Hinc Z^C^Cx->txxy £L hj,jL-^ fL ^ +-Jl!- |^- 

I. a d* 1.2.30** i.a..widjc3 i.2...5d** 



• • • 



Jf* . X 



:y+ 



* dy ** ddy . jfS d'y ** d^y 



i.a 1.2.3 3Je"'i.2...4d** x.2...sd*» i.2...6djf* 



J.2 1.2.3 dix 1.2...43JC' I.2...5 3** I.2...6d* 



Sit 
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Sit |lf = y. 

Hinc ^=.C'+C,+ ^y— ^^+-i::l d^- 4^ d3|^ j^ d^j: ^^ 
d* i.a i.2.3djf i.2...4av» i.2.,.5 dx^ i.2...6dJf^ 



dx ^ 1.2 d» i.a.sdJf* 


i.3...4dJf3 ' 


i.:;...5 djp* i.2..,6 


ddP_ 
d** ^ 






d3/» _ dy 






dx^ dx 


- 




d*P _ ddy 






djc* d*» 


V 




d,»/»__d3y 
djc* dx^ 




. 



Pidinde 2= C"+C'jt+|C«* 

+ — ^ «— 3*^ ^y _^-^^ ddy_ioJf^ d^y^ i5.y^ d^y_ ai-y» d^y . 
1.2.3 i.2..4dx i.a...5dj(r' 1.3...6 dxS i.j...^ djc* i.2...8d*5 

Hinc porro , fi 1_J = y 

erit Z«C"!+C"jr+|CA;«+— Cjf» 

I«2«3 

■ x^ ^x^ df/ lox^ ddy 20Jg^ d^y 35^^^ d^y s^x^ d^y , 

1.2...4 i.2...5dAr 1.2...6 djf*'"i.2...7dA?3"**i.2...8dJc'* i.2...9 4«^ •!-•••• 

Generatim fit ^^ = y. 

1.2 1.2.3 I.2...W-2 I.2...f»-I 

m m+x . m w+2 ^ , , 

^ ■• j — .--IlArm+2 — . . . _. Arm+a 

+ -^ y - w.xm+i djsr^ 12 ddy _ I 3 d3y 

1.2...»» 1. 2...W+I dA? i.2...«i+2 dv* i.2...fff+3 djf^ 






i.2...f»+4 dx^ 1.2...W+S dx 

I 04/Jr- 
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Obfervatio. Ex his formulis plurima curiofa faltem theoremata deducipoffent; 
conferendo eas cum formulis, quae cum ipfis identicae efle debent, & quae aut 
integratione immediata , aut methodis a priore diverfis obtinentur. Et hic re- 
petendum eft ( a fortiori ) monitum , ut ad feries Bemoullianas non prius recur^ 
ratur, quam alia fubfidia fuerint exhaufta. 

Exemplunu 

at *! = ... 






= C+ JLjcn+l 



*::::!? = c'+cc+ — i — x^^^ 

^^ = C^+CxJt-^Cx^+^^ x^H 

cJ^ ^ i.a «+i...«+3 



Z = C^-^+CM^"Jf+-Lo*-">;c^'+...+ — l — C;im-i4- 1 yn+«. 

I.:» 1.2..W-I «+i...B+iif 



CaPUT QuiNTtTM. 

Be Tangentib us. 

S§. 38. 
it arcus curvae, isque totus aut concavus aut convexus verfus 

diametrum, ad quam refertur,; per punftum aliquodhujus arcus ducatur linea 

refta, quae ipfi ita occurrat, ut ad utramque punfti hujus partem extra cur- 

vam jaceat. Haec refta dicitur tangens curvae, & punftum, ubi curvae occurrit, 

dicitur pmffum contaShs. 

Per punftum contaftus ducatur refta diametro ordinatim applicata. Si 
tangens occurrat diametro , ad quam curva refertur : pars diametri ordinatam 
inter a punfto contaftus duftam & punftum, ubi tangens^ occurrit diamctro , 
comprehenia, dicitur /ttfr/ofigriix. 

Sci- 






i^ 
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Scilicet cum AMH/t referatur ad diametrum AP per re6tes ipfi ordinatim 
applicatas MPj M'p\ Per punftum M arcus MM\ qui ex utraque punfti M 
parte ad diametrum fit concavus aut convexus, ducatur refta MT^ qu3e curvae 
in punfto M ita occurrat , ut ad utramque punfti M partem extra curvam ca- 
dat: haec refta MT dicitur tangens curvae, & punftum ilf dicitur punftum 
contaftus. Sit MP diametro ordinatim applicata, & tangens occurrat.diametro 
in T\ linea PT dicitur fubtangens. 

Qusecunque dicentur de arcubus verfus diametrum concavis, facile (mu- 
tatis mutandis) ad arcus verfus diametrum convexos applicantur: quare (bre- 
vitatis caufa) de prioribus tantum dicere fufficiat. 

Obferuatio. Ex punfto M ad aliud quodpiam punftiim M' arcus AMM^ du- 
catur chorda JfiH', quae produfta diametro occurra^in S. Per punftum M' du- 
cantur refta M'P diametro ordinatim applicata; & refta M'QI diametro paral- 
lela, quae ipfi JHP occurrat in Q. Linea PS dicitur fubfecans. 

Fit femper MP : PS = JITQ : -ffif'Q; hoc efl:: ratio mutationum fimultanea- 
rum ordinatae & abfciflfe diametri aequatur rationi ordinatae ad fubfecantem. 
Prior itaque ratio major efl: aut minor ratione ordinatae ad fubtangentem , pro- 
uti fubfecans minor efl: aut major^ fubtangente : nempe in cafu figurae , ubi ar- 
cus MM' concavus efl; verfus diametrum, prouti punftum M' fitum efl: inter 
punfta M& S, aut fecus, Quoniam vero punfto M' propius propiusque ad pun- 
ftum M accedente (ita ut mutationes fimultaneae ordinatae & abfciflae diametri 
continue fiant rainores), punftum S continue accedit ad punftum T; ita ut fub- 
fecans contiuue minus differat a fubtangente: proclive efl: fufpicari, rationem 
ordinatae ad fubtangentem ppffe ex ratione differentiali (fi qua fuerit) ordinatae 
ad fubfecantem deduci ; quod theoremate fequente fl:abilitur. 

§. 39« Theorema. Ex punfto aliquo cujusUbet arcus, qui totus fit verfus 
diametrum, ad quam refertur, concavus (aut convexus), ducatur refta, quae 
arcum tangat & diametro occurrat. Dico: rationem mutationum fimultanea- 
rum reftae diametro ab eodem punfto ordinatim applicatae & abfciffae diametri 
fieri poffe minorem quacvmque ratione .data, quae major fit ratione data ordi- 

I 2 natae 



Fig. II. 
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natae ad fubtangentem; majorem vero quacunque^tatione data, quae minor fit 

praedifta ratione, 

Sit JlfP diametro -rfP ordinatim applicata; & tangens MT, quae diametro 

occurrat in T. Detur ratio MP : PS ^f^Z r^tione MP : PT; ideoque fit PS 

mmor ^ 

^^^^^ ipfa PT. Dico: rationem mutationum fimultanearum ordinatae MP & 

majOr * minorpm 

abfciffae diametri jiP poffe fieri JJJ^ioJ^JJI ratione propofita MP : Pi'. 

Arcus propofiti fumatur punftum quodcunque w, priore quidem cafu fitum 
ad easdem ordinatae MP partes, ad quas efl: punftum T; pofteriore ad partes 
oppofitas. Jungatur refta Mm; quae, cum arcus (hyp,) fit v^rfus diametrum 
concavus , tota intra eum cadet. Per punftum m ducantur reftae #wp ordinatim 
diametro applicata ; atque mq diametro parallela , quae ordinatae MP ipfi vel pro- 
duftae in punfto q occurrat. 

Fig. xr. Erit ratio % : «., vel { ^j^J Polterio^f cafu } ^^^ ^ata ratio MP : PS; 

& tunc effeftum erit, quod proponitur. 

Vel ratio 31 q : tnq erit rationi datae MP : PS aequalis , aut ipfa 

? major priore cafu 7 
l minor cafu pofteriore y 

Si prius : ob Mq: mq sz MP : PS refta produ6la Mm incidet in punftum 51 
Si pofterius: refta Mm produfta diametrum in punfto s ita fecabit, ut 
20.&3P. punftiim S cadat intcr punfta / & T, ob MP : Ps Qar: Mq : mq^ ^ MP: PS; 
proinde Ps ^ PS. Tum igitur refta SM^ utpote intra angulum TMs, eique 
ad verticem oppofitum tMm fita, arcum Mm verfus diametrum (hyp.) conca- 
vum in punfto aliquo M' citra vel ultra M fito ita fecabit, ut fegmentum 
ipfius MM' intra arcum jaceat. Per JH* agantur refta M'P diametro ordinatim 
applicata, atque M'Cl diametro parallela, quae ordinatae MP ipfi vel produftae 
in punfto Q occurrat. Porro fumatur punftum quodcunque arcus Mm quidem, 
fi produfta Mm in punftum S incidit; arcus autem^ilf', fi fecus: & per hoc 
punftum N agatur diametro parallela NP^ quag ordinatae MP in punfto R, 
chordae vero Mm vel MM* in punfto iV* occurrat 

J^rit femper JKff : iV'^ = JfP: /5: 

Atqui 
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Atqui NR>^Jff fi punaaw, M\ N ad easdem ordinatae MP partes ja- 
cent, ad quas eft punftum T] tum ergp MR : NR<MR : N'R<31P: PS. 

Et NR < NR^ fi punfta m^ M\ AT, atque punftum T jacent ad partes 
ordinatae MP oppolitas; tum itaque MR : NR > MR :N'R>MP: PS. 

Sed ratio MR : NR eft ratio mutationum fimultanearum ordinatae MP & 
abfcilfe diametri AP- Ergo ratio harum mutationum fimultanearum poteft 
reddi ^^^^^^ quacunque ratione propofita , quae JJJ^^qj f^erit ratione ordinatae 

ad fubtangentem. 

§. 40. Corollaria. i^. Ratio ordinatae ad fubtangentem eft limes ratio- 
nis mutationum fimultanearum reftae a punfto contaftus ad diametrum ordi- 
natim applicatae, & lineae ex diametro abfciflae j feu prior ratio eft ratio difFe- 
rentialis harum linearum. 

ScUicet ntilfP = y; ^P^x; ^ = ^; feu P7'=.vfj. 

Ex conftruftione liquet: fubtangentem efle limitem (fi quis detur) fubfe- 
cantis; quod etiam evinci poteft, ut fequitur. 

Sit MP = y ; m' P' ^ y ', PP' =- i^' 
Pnorecafueft MP=y^i^.^-^—.^,-^^"^+—.^,'' 

; «■„• .A dtf.Ajf» ddy Aa:3 d3y ' Lx* d^. ^^'^^*'' 

Alterocafu .M>=y+^' /+--^-T7l+— ^r-jra +7— .•T::4+ • • • • 

"" dx 1. 2 d** 1.2.3 "^ 1.2... 4 d*^ 

A dff_A** ddy . Ajf3 d3y_ Ajf* d^ . 
Hinc Jlf Q = Ajf.T^ + ~-Tr^ + ^-^.j^,+— — :-3-4+-... 



PS = yx 



dx 1. 2 djf* 1.2.3 d»3 1.2...4 djf* 



1^—^ dd.y , Ax^ d^y — Ax^ d^l . 
djf 1. 2 djf' i.a.^cU^ i.2...4'djf* 

Si quis fit limes pofteriorioris membri, erit etiam aliquis iimes prioris 

— dJ^ 
Sed (§. 16.) limes pofterioris membri (fiquisfit) eft y%=i/x.- .Ergo: limes 

d^: Ax ^ 

prioris membri, nempe PT, eft y^- 

2^. Ratio aequalitatis eft etiam limes rationis tangentis ad fecantem; qua- 
tenus utraque refta hinc punfto contaftus , inde punftis , utyi diametro occur* 
runt , terminatur. Et proinde tangens eft limes fecantis. 

I 3 3°- Li-1 
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3^. Limes rationis fecantis ad fubfecantem gequalis eft rationi tangentis 
ad fubtangentem. 

§.41. Hinc quoque determinantur tam angulus, fub quo tangens oc- 
currit (fi fieri poffit) diametro, quam angulus, quem tangens facit cum refta, 
quae a punfto contaftus ordinatim diametro applicatur. , 
Ncmpe fi angulus P fuerit re6lus: erit tang.ilfrP= — = = -=??- 

& cot.MTP^tzng.PMT^ S= ^ 

° MP Ay 

Si yeto angulus ^PM non fuerit reftus ; erit 

cot. MTP = ^^cokc^PM — cotAPM = — cofec. P — cot P; 

MP dy 

& cot 1 80^— MTP =x cot, APM—' ^ cofec. APM 

cot PMT = ^^cokcAPM^cotApM^ ^cofecP— cotP; 

PT dx 

& cot 180^ -^PMT^ cot APM— ^ cofec. APM. (a) 

dx 

§. 4:^. Tranfeo ad exempla, quibus ufus praecedentium formularum fiat 
familiaris. 

Sit «quatio propofita y^+^^M^^x^ (quae eft aequatio parabolarum, m&n 
exiftentibus numeris pofitivis). 

Erit («14-11)^01+11-1^ = na^x^t 

dx 



m 



ffi+a 



_w+» i_^ ( ^^t5?5^ ^ (y\ 

n *u n \ay ^ n Va^ 



m+n 



^ ^ 1^4.91 'ym+n-l 1114^ • jf •»+» V;f J M+n \y J 

dx 

dx _ pT^ w4-fi 



X. 



fi 



cot 



(a) Formurae hae flQant ex hoc theoremate noto trigonometria planae. 
Sint Af Bf C . • . latera triangali reftilinei, 

a, bf c . • . angoli hia lateribos refpeftive oppofitL 
Datis lateribns ASc B^ & angulo c, quem continent; reliqai angali a, &• imme* 

diate determmantar , ut feqnitar : cot a ss -^ cofec. c — cot c 

A 
/ cot6 » -yrcofecc — cotc. 
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m 



cot. MTP = — C- V+" cofec. JPM — cot. ^PM; 

cot. 180« — MTP = cot. ^PM— '^ iL. J!L cofec. j^PM 

m 

cot. Pifir = ~ C^V+'' cofec. ^PJIf — cot. ^PM; 

m 

cot igo^^-iWr = cot^WSf- -^(^^'^"cofec.^PJJf. 



Sit x = o; eritPT 



#»+» 



. o : proinde altero punfto T, quod duftum 



tangentis determinet, deficiente; ejus pofitio foret indeterminata , nifi in 
promtu eflet angulus, fub quo tangens diametro ad verticem occurrit Quo- 

( m, 

nlam autem ;c = o; (^)"^ = « 5 P''^"^**^ ^°'- ^8°** -^P = cot jiPM; & 
i%o° ^ MTP == APM' Ideo re6la, quae parabolas in vertice diametri tangit; 
parallela eft reftis, quse huic diametro ordinatim appUcantur. 

Etenim fi fieri poffet, ut refta, quae ex vertice diametri alicujus para- 
bolae ducitur parallela reftis huic diametro ordinatim applicatis, occurreret 
iterum parabolae; fit y pars iftius reftae intra parabolam comprehenfa. Effet 
«m+nsss fli»io«; & proinde y = o, contra hyp. 

^ m 

Crefcente jc , quantitas (— )™-f^ continue decrefcit, nunquam vero fit = o. 
Hinc eft femper cot. igo*' — PMT< cot. APM- Proinde angulo APM exiftente 
refto aut acuto, eft femperiSo"- /'.«T>.#PJM; H^ PMT+APM<iZo''. 
Sit autem APM obtufus , cujus fupplementum fit MPA, 

Erit c&t.PMT = — (ty^'' cofec. APM + cot. MPJ ; 

hinc eft femper cot PMT> cot. MPA; PMT< MpA <J igo*» — MPT; 
unde iterum PMT+ MPT< i8o«. 

Tangentes ideo cujusvis parabolae nunquam fiunt diametro parallelae; fed 
ad parallelismum accedunt eo magis-, quo remotiora a vertice funt punfta cur- 
vae, ad quae ducuntur. 

Exemr 



\ 



Fig. 12. 
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N 

Exemplum 2. Sit ymx^ = 0«+" , quae eft aequatio hyperbolarum ad afym-' 
ptotos relatarura , exiftentibus w & » numeris pofitivis. 

Eft ideo my^U^ -^ + ny^x^-i = o ; 

mx-^ + nu =0: 

. dx ^ ' 

m-f-n n? 



Jx m X m \xy fn\a^ 



Ax 



a 



dy •» y f» >(^y ^\y^ 

^dy n n 

Scilicet ratio fubtangentis ad abfciifam diametri eft etiam ratio data; fed fub-* 

tangens & abfcifla diametri ad partes ordinatae MP oppofitas jacent 

ife.13. cotMTP s 'j^pCokc.MPT—cot.MPT s= -jf^corecMPA+cotMPA 

m-i-n 

^lTVaj " cofec.MP-4 + cotiJfP-^ 

m+n 

cotPArr « ^|cofec.iJfPr-cot.ilfPr = ^^(j) "" cofec.ilfP-4 +cot. iWP^. 

Sit ilf Af reftus aut. acutus : cot. MTP femper major eft quam cot. MPA; 
fed [ad eam eo propius accedit, quo minor x. Sit autem MPA obtufus; 

m+n 

cotMTP:^—C^^ n cofecitfPT— cotiHPr 

(m+n 
?- ) n cofecilfPT. 
aj 

Ideo cot. igo^ —«77 femper minor cotiJfPr; fed ab^ea difFert eo minus, quo 
minor x. Scilicet tangens MT nunquam fit parallela ordinatis /IfP, fed zSr 
parallelismum accedit eo magis , quo minor abfciffa AP. 

Sit MPA reftus aut acutus: cot PMT femper major quam cot MPA; ab 
ca difFert eo magis, quo major x. Sit MP^ obtufus: 

m-j-n 

cot 1800 — Pilf T z=z cotMPT^—C^^ ° cofec. P. 

m\xy 

Proinde cot. i8o°— PJHrfemper minor cotMPT (mde ]ldPT+PMT<iSo'>); 

fed 



?3 

fed ab ea difTert eo mmus, quo major eft x fett JP. ScUicet tangens MT 
nunquam 6t parallela afymptoto AP; fed ad paraUelismum accedit eo magis, 
quo major AP. 

ttfn 

Exemptum 3. Sity« = -r(*"— *")» ^'^e eft etiam aequatio hyperbola" 
rum ad diametros relatarum. . " 

Erit my^i^ =* m^jfl^t 
*^ dx a« 

*djc — -- fl** ^"•^wi ^x 



jpm-I Jc^I 



\ 



Hinc X— pr = -— = =5 a ( ^ ) 



Subtangens igitur PT femper eft minor quam abfciflk diametri. Quoniam 
autem ex natura curvae x > a; quo oiajor ;i^/ eo mlnor - , & a fortiori eo 



anor ^-) . 



Proinde x potefl: fieri adeo magna, utexceflus, quo abfcifla diametri fub^ 
tangentem fuperat, minor fiat quacunqud quantkate propofita» - - ' 

« a A flWN 

* -^I — -- J « cofec. P — cot P. 

Hmc eft femper cot Af TP + cot P > ^cotecP. 

D ■ '. • 

• . . . . . J l # . . , ■ . .' • . . » ■. . . - . . • 

K Sit 
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Sik p^9oojcotiirrp>|- 



6 b 

tt0g.JlfrP<~: fed - eft limti taogentis crefcentif tBgQli i(f r A 

Xt 10 gentfe: ej^MTP + P>^Sn.MTP 
Sed SslPMT z &i.MPT ^ TP:MP} ^eoettStaatK TP>MP.^. 

Sit Jip « «; «— Pr « fl; Pr« o; iindc altero punfto T; quod duftum 
tangentis detenninat» deficiente, ejus pofitio foret indeterminata, nifi in promtu 
eflet angulus, fub quo tangens diametro ad verticem occurrit Fit autem 
cotMrP« — cotP; cotiso^— jlfrP = cotP; 180^— ilfrP = P; & pro* 
inde tangens ad verticem efl: parallela reftis diametro brdinatim applicatis. 

Exmphm 4. Sit y» s — (<^— «>">> qiue eft aequatio ellipfium. 

dtf 6» 

d^ Jm^^Nm-x 

dy """^^«vl?-^ 

S^«^'~^:^.«-~ Signum - indicat fub- 
tangentem & abfdflas fitas efle ad partes diverfas lineae diametro ordinatim 



applicatse. 

cotigo*^— r «? cot.P + l^— — i) « cofecP ' 

m-l 

cot igo^— Jf cs cot P + ^(' "^ ^i) ^ cofecP. 



Wtx^a; PT^o; unde duftus tangentis foret indeterminatus. Sed 
propter ^ — icBO, fitcoti8o*^r«=cotP, feur + P=i8o\ Unde ad 
verticem cGametri tangens eft reftis diametro ordinatim applicatis parallela. 



Quem^ 






i^tt^M&Bfi 



7*. 
Quepiadmodum y« « --.(««^jf») 

eft etiam x"* «= t^(*" — y"*)« 
Unde Mo x « a, feu y « 6, pariter efi: tangeos primi diametro paralleUu 

Ex pnecedentibus facile folvuntur (fi fieri poflit) problemata fequentia. 

§. 43. Problma. Ducere lineam re£te pofitione datae paralielam, quae 
(fi fieri poflit) curvam datam contingat. 

Solutio. Ducatur refta quaevis» ad quam tanquam diametrum curva refe«* 
ratur per refhts huic diametro ordinatim apj^catas. Jam ex natura data cvn* 
vae determinetur ejus aequatio refpeftu illius diametri, & inde detennineturratio 

differentialis ^ vel ^. Tum in aequatione cotiSo*— r=cotP— z5 cofecP 

cjf Qx ^ ' dy 

datur angulus T^ & eliminari potefl: j- ; hiQC determinatio quantitatum x&y 

femper reducitur ad folutionem aequationis alicujus datae; proinde problema 
tanquam folutum haberi potefi: (quantum permittit imperfefta aequationum 
theoria). 

ExmpUm i. Sit parabola^ cujus aequatio y*n+n == flWaco , ad axem relata 
reftis huic perpendiculariter ordinatim applicatis. Et ducenda fit refta, qu3e 
parabolam hanc tangat, & axi occurrat fub angulo dato 71 

Eft igitur cot. r « ^. 

Sedex 3equatione parabol» eft ^ --^ ^''^ 



dy n oFx'^^ 



■ «*«^«MiW . 



Hi»c ii«-4-wtr 



feu X : if m •cot.7* : m+n 

j(» : y« as i^ cot. «r : (m+»)" *"^" '.f^ m jin>»Hcot.*«+*r: («+»)«+" 
undey": *»^ ii»cot."rr (m^y^ tuide'xi":n« .sji«4«cot.M«r: (»+•)"+■ 

K 1 £»«». 



N 
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uSde 



htn 

Exemptum %. Curva propofita fit hyperbola , cujus aequatio ^«s— (A?w-fl»); 



dff b^ x^^ 



Fitideo c6t.T-:^.J^ 



_ «"* y 



m 






yOfm-i 



f 



tt .... 

m _m 



( 



jfin 






Quoniam «item ' Jt* > Jf™— «"' 

1W /"fcN «W 

debet effe tang.-^ir > Va J"*-» 

iSc prbinde tarig. T > - , uti in Ex. 3. §. "42. 

§. 44. ProbUm- Ab pun^lo pofitione dato ducere reftam, quK (fi fied 
po(fit) curvam pofitione datam contingat. 

Solutio. Per punftum datum T ducatur refta quaevis, ad quam tanquam 

diametrum curva datk referatur per reAas.buic ordidatlm applicatps. Ex data 

curvse sequatione; quatenus ad lianc diametrum refertur , determinetujr ratio 

differentialis 52 vel ~, quae fiibftituatur in 3equation& filbtangentis PT^y-j-. 

Ax ay , .^" 

Quoniam difl:antia punfti Tab origine abfciffaruin.data fijppoi4mr, aequatio inde 

Jiiata afiicietur t^^m quantitatibu» incognitis * v& t" 91'^. <^"*. «qvatione 

.4iurv8^ «on\bipata dvv«t .?d iq^ufeionepi probdeH»^ pw>Rpfiti C^iuousque per 

theoriam aequationum licet). - ^ 



t . 



' Exmplum i. Curva dita fit ellipfis, cujus aequatio y'^'^ ■jsrv''"'-*")^ * 



pui^wna T fitum fit fuper diametro, a4 quam curva refertur, 



Eft 
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Eft ideo i^ =a — — ^^^ , quod indicat fubtangentem & abfciffam dia- 



metri fitas efle ad diverfas partes ordinatse. 



^ dx b^ x^ 



JHL ^ ''^ll^ =. ii(^\t^t^x. Diftantia punfti T ab 

Xtn-i jcm-i \Jfy ^ 

origine abfciflarum fit /: fit / - Jf = a(l ^n^-i — jc ; ^f V-i= 7 ' * = ^''^^7 * 

Exemplum 2. Curva data fit hyperbola, cujus aequatio yrn=:Z^(^xn^a^y, 
& punftum T fitum fit fuper diametro, ad quam curva refertur. 

Eftutfupra, ^=—3^,- 



dx 
' dx ^ om y" 



xm«£)m 



in-l0 



Ji:«^i \x/ ' / 

Scholium. Quemadmodum folutio femper poflibilis eft pro ellipfi , fi fuerit 
/>fl; ita etiam feitaper poflibilis eft pro hyperbola, fi fuerit / ^* 

§. 45. Cum expreflio fubtangentis t fit y~ : fi fubtangens data fuerit per 
•quantitatem conftantem, fel per funftionem quantitatum x Sc y; ideo datus 
erit exponens differcntialis 5f per funftiones earumdem variabilium, & pro- 
inde determinatio quantitatum x &:y pertinebit ad calculum integralem. 

Ex^fa. Sit « = =,; hinc ,^ = ^,; g = |; , = C+^, ,«« eft 

«quatio ad lineam reftam. 

; jr = C+i.J^. Sit jc = o, 



^^^ "" a«n-i ' ^dy fl«-i ' dy a'"-» 



m a^i 



quando 



m 



m af^ 



& x^b = i..I— . 

Iff flm-l 



Sit < = J^: unde -^^ » yi^; J?i^ 



1 djf ^-d* 
x^ dy dy^ 






X «I am+n-I 

K3 



Ob 
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Ob calculi autem integralis imperfeflionem plerunique hnic problemati (quod 
methodus tangefttium inverfa vocatur) aequatione terminis finitis cxprefla fatisfierl 
nequit Imo funt catus nonnulli etiam fimpliciflimi , qui methodis huc usque 
cxpofitis traftari non polTe videntur, & de quibus inferius dicemus« Excmpli 
caufa |fit ^ « ^ : erit -^ = y— ; de qua formula, & aliis ipfi analogis,, 
infira agemus* 

§. 46. Quaecunque fit origo curvae alicujus algebraicae, ea femper poteft 
ad aequationem reduci inter re6tes coordinatas refpe6lu alicujus diametri. Ex. 
gr. conftantia fununae diftantiarum cujusvis punfti ellipfeos ab ejus focis pro 
fundamentali ipfius proprietate aflumta ^ ex illa deducitur relatio coordinatarum 
alterutrius axium imo & refpeftu duarum quarumlibet diametrorum conju« 
gatarum : quod (bilicet quadrata reftanim diametro cuicunque ordinatim appli« 
catarum proportionalia fint reftangulis fub abfciffis ejusdem diametri. Idem 
valet de hyperbola; pariterque de omnibus feftionibus conicis, proprietads fun- 
damentalis loco fumta ratione data diftantiarum cujusvis pun£ti ab alterutra 
foco & a dire6bice. Proinde, quae jam praecepta fuerunt de duftu tangen- 
tium , quatenus curvae ad aliquam diametrum referuntur per reftas huic ordi^ 
natun applicatas , fufficere pofiiint (pro curvis faltem algebraicis). Quoniam 
autem firequenter evenit, ut curvarum affeftiones, & nominatim proprietates 
earum ad contaftus pertinentes, modo lucidiori & fimpliciori ex alia quadam 

m 

iplarum origine aut proprietate deduci poflint, quam fi aequatio inter coordina* 

tas reftilineas inftituatur; e re eife cenfeo, praecipuas curvarum origines per« 

pendere, & methodos tangentes ducendi iis applicare, non adhibita aequatio* 

ne, qua curvae ad diametrum s^quam per reftas huic ordinatim applicatas re« 

feruntun Sed ut hunc fcopum modo fufficiente adimplere valeam : nonnuUa 

praemittenda funt lemmata , quae & in fequentibus capitibus fuas habebunt ap-« 

plicationes. 

§. 47. Thearema. Ratio aequalitatis limes eft tam rationis decrefcentis ar« 

eus (qui totus verfus chordam ooncavus fupponitur) ad chordam; quam rationis 

crefcentis arcus ad fmnmam tangentium per extrema ejus duftarum , 6c concurfu 

fuo mutuo terminatarum. ' 

Sit 
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Sit AMZ arcus curvae (totus verfus chordam fuam concavus). Dico : ex Hg. ^4. 
uno arcus iUius extremo J duci pofle chordam AM talem, ut ratio arcus 
jlLli ad chordam jtM (quae Teroper major eft ratione aequalitatis ) minor fit 
quacunque ratione propofita majoris ad minorem; item» ut duflis ^xA&lM 
tangentibus, quae fibi mutuo occurrant in N^ ratio arcus JlM ad fummam 
jjlf + NM duarum tangentium ( quae femper minor efl ratione aequalitatisj 
snajor fit quacunque ratione propofita minoris ad majorem. 

Sit ratio propofita majoris ad minorem ea, quam fumma crurum alicujus 
trianguli aequicruri CE + ED habet ad bafun CD; feu ratio minoris ad majo^ 
rem ea, quam habet CD ad CE-^ED. Ad pxmftum A ducatur tangens BA^ & 
chorda JZ^ quae faciat cum tangente BA angulum BAZ ipfo CED majorem» 
Tum (§. 43* ) ducatur arcui AMZ tangens chordae AZ paraliela, quae ipfi BA 
occurret. Sit ea MN. Dico faftum. 

Etemm fuper CD^ tanquam bafi, conflituatur triangulum CE'D ipfi ANM 
fimile* 

In triangulo CE!D angulus CE'DC^ N^ BAZ) > CED. Ergo punftum E^ 
fitum eft intra fegmentum circuli, cujus bafis CD, & quod capax eft anguU 
CED. Proinde CE'^ E'D < CE+ ED (quod facile demonftratur). 

Eft ideo CE' + E'D : CD <CE + ED : CD 
fed CE' + E'D : CD ^ AN + NM : AM 

ergo AN + NM : AM<CE + ED : CD. 
Atqui i^. arcus ALM minor eft fumma AN+NM; ergo (a fortiori^ 

ALM : AM <CE+ED : CD 
a^. arcus ^JLAf major eft chorda AM; ergo (a fortiori) 
AN+NM : ALM< CE+ED : CO. 
Proinde ((§. i.) ratio aequalitatis limes eft rationis decrefcentis cujusvis 
arois ad fuam chordam; &, limes rationis crefcentis ejusdem arcus ad fummam 
tangentiumy quae ab extremis arcus ducuntur» & occurfu fuo mutuo termi«* 
nantur. 

§. 48. CoroJkrim x. Naminatim ratio aequalitatis limes eft rationis de* 

cxe* 
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crefcentis arcus circuli ad fuam chordam; & proinde etiam dimidii arcus ad 
dimidam chordam , feu arcus ad fmum re£lum. 

CoroUarium 2. Rurfus ratio aequalitatis limes eft rationis crefcentis arcus 
circuli ad tangentem ejus trigonometricam» 

Ceterum corollaria haec ;de circulo potuiflent ex propofitionibus Archi« 
MEDis de figuris ordinatis^ quae circulo infcribuntur & circumfcribuntur» de^ 
ducL 

Corotlarium 3« Pofito igitur finu alicujus arcus s, ipfe arcus fimftio eft 
finus hujus formae (quae deinceps accuratius determinabitur) 

^+As^+Bs^+Ci^+ Ds^+ ideoque ratid arcus circuli ad finum reftum efi: 

1+jIs +Bj^+Cs^+Ds^+...:i & ratio aequalitatis eft limes hujus rationis 
decrefcentis (§• 18O 

Item fit t tangeiis trigonometrica alicujus arcus circuli» erit arcus funftio 

tangentis hujus formae / — ^^+Bt^+Ct^+ Dt^ + Atque ratio arcus cir- 

culi ad tangentem trigonometricam i — Jit+ Bt^ + ct^ + Ot^ + ....; i , Hujus 
rationis crelceritis limes eft ratio laequalitatis (§• 18.) 

Viciflim, pofito arcu circuli « , erit t = :^+jiz^+Bt^+Ct^+Dt^+ 

t : z ^ i+Az +Bt^+Ci^ + Dt^+. . . . : x. 
s ^ z^Am'^+Bz\+Cz^+Dz^+ 

CoroUarium 4. Quoniam [fin. verf.» « 2ss, erit fin. verf.« = 
Jtzz+B'z^+Cz^ + D*z^+ . . . • Sed haec fatius eft fequenti modo deducere, 

» 

Ratio chordae ad finiim verfum poteft fieri major quacunque ratione data. 

Etenim ratio radii dupli ad chordam aequalis eft rationi chordae ad finum 
verfum: fed prior ratio major reddi poteft quacunque ratione data; ergo & 
pofterior. 

Hinc etiam rationes arcus & finus re£ti ad finum verfum .poflunt reddi 
majores quacunque ratione data. Et ratio aequalitatis limes eft rationum, qiias 
iinus reflus» chorda, arcus - - - habent ad fummam a^t diflerentiam quanti 
tatum harum & fmus verfi (imo & quantitatum, quae ad finum verfum datas 
habent rationes §• 18.) 

§• 49- 
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§. 49' Gmeratm per punftum quodlibet M cume allcujus ducatur taa- Fig. ii. 

g^ens >/r, &.re£hi quaevis MP\ per aliud quodcunque punftumAf' ejusdem 

eurvae ducatur refta alicui reftae pofitione datae parallela» qua ipfis MPf MT 

occurrat in punftis Q & 9'. Dico: rationem aequalitatis liroitem efle arcus 

MNM' & fegmenti tangentis MQ\ 

-* . 
Etenlm per pun£lum quodcunque reftae MP ducatur refta ipfi M*6 pa« 

rallela, cui chorda MM* & tangens mq' occurrant in <S & T; 

lim.MJVM' ; MM' « i : i (§.47.) 

fed lim,ilfM' : MQX'^M^-TS') » i : i (§.40.) 

ergo lim. MNM' : M<^* = i : i (§. 14.) 

item lim. 99' : QM'(=PT: PS) « i : i (§. 40.) 

« 

CoroUaria. Sit Q angulus reftus. 
i^. MQ' : M(^ « I ; coLtmP 
\im.MNM' i -M9'= i : i 
ergo lim. MNm' : MQ = i : cof.TAf P (§. 14.) 
Scilicet: ratio differentiaiis Jurcus cujuslibet curvae & reftae axi fub angulo 
refto ordinatim applicatae, aequalis eft rationi radii ad cpfinum ai\guli, fub quo 
tangens ciurvae ad reftam axi ordinatim applicatam inclinatur. 



a^. lim. MATM' 
M9* 
lim. 99' 
crgo lim. MNM' 



MQ =1:1 

99' as I : fm. ill 

M*9 «1:1 

m'9 = 1 : fin.M (§. 14.) 
Scilicet : ratio difTerentialis arcus cujuslibet curyae & abfciflae axis aequalis ett 
rationi radii ad finimi anguli , quem tangens facit |cum refta axi ordiaatim ap« 
plicata. 

3^. Curva referatur ad aliquod puiiftum F per radios veftores MF, m'f. Tig^i^. 
Sijt arcus MM' \ & radio veftori FM perpendicularis M*<^ , quae tangenti in 9 ' oc* 
currat C?ntro F, radio FM\ defcribatm: arcus cizculi Mj. Item /it pp' 
arcus , cujuis radius FA conftans. 

L ^ Vm. 
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*••«< 



• 


Wm. MNM" : 


M^' <= 1 : i 




Jif9' 


: 99* = I : fm.M 




lim. 99 ' 


: m'9 = 1 : 1 




lim. M o : 


Af'} = 1 : I 




M'q 


PP' = FM : FA 


crgo 


]im.MNM' ' 


PP' - FM : FAfm.. 



. (§-4o.) 

(§. 48.) 
r. (§. 14.) 

Hoceft: ratio differentialis arcus curvae & arcus circuli, qui metitur angulum 

duobus radiis veftoriUus comprehenfum , aequalis eft rationi Yadii veftoris ad 

radium praedifti circuli, multiplicatum per finum anguli, fub quo tangens cur« 

vae ad radium veftorem inclinatur, 

4^. Im.MNM : .M9' =1:1 

Jkf^' : MQ ^ I : cof.M 
lim.ikf^ : M ? = I : i (§.48.) 
ergo lim.AfiSTAf' : Mq « i : cof.M. 
Hoc eft. : fatio diifercntialis arcus alicujus cufv» & radii veftoris aequalis eft 

rationi radii ad cofmum an^li, quem tarigens curvae cum radio veftore com- 

-^ 

pfehendit. 



5^ lim.ilf? : MQ ^ i 
lim.Jlf9 t M'^ = X 
Km.M'o : Mj = i 
lun.JkfV : PP* = FM 
ergo lim.Mjf : pp' == FM 



(§• 48.) 



(§. 48.) 



tsaig.M 
I 
FA 

FAtzng.M (§. 14.) 
Hoc eft : ratio differentialis radii veftoris & arcus circuli , qui metitur angu« 
lum duobus radiis veftoribus comprehenfum , aequalis eft rationi radii veftoris 
ad radium hujus circuli multiplicatum per tangehtem anguli, quem tangens 
curvae cum radio veftore comprehendit. • 

Tranfeo* ad applicationes. 
§. S^. 1°. Curva referatur ad plures reftas pofitione datasper aliquam 
relationem datam inter perpendiculares ^ ^ reftas pontione datas ex quolibet 
curvae punfto demiflas: 

Reft» 



/ 
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Reftae perpendiculares in reftas pofitione 

MF, MP, MP", MP", 

a H m 



datas; deinifrde, dicantuf 



feu 



dF' 



d/ 
di"' 



mP\ . . , 

9 



• • • • 



dy- 
dJ' 



dz 



• • • • 



Arcus curv» dicatur »• dy 

Ex relatione ckta dabitur etiam re- tt f 

MtiQ exponentiam diilerentialiatn ^ 

proiade etiam dabitur rela- 

tio inter quantitates totTJUP, co^.TMP, cof.TMP\ coLTMP", co£.TMP:. . 

Atqui punftum M & perpendicula MP, MP. MP\ MP^, MP^. . . , 

dantur pofitione; ergo dabitur aliqua affeftio tangentis, per quani determi- 

nabitur. 

Exemplum i. Summa reftangulorum praediftorum perpendiculorum per 
reftas magnitudine datas a, a\ a\ a, a\., . datur magnitudine. 

Erit ideo 
acoLTMP+ acoLTMP'+ aco[.TMP' + a^coLTMP" + fl cof.rJKP"+ ...•=. o. 

Locus propofitus non eft curva aliqua, fed linea refta (uti videre efl; ex 
opufculo meo, Ihhfgonometrie , Geneve 17 89-) 

Exemptum 2. Summa fpatiorum , quae ad quadrata perpendiculorum datas 
habent rationes^, datur magnitudine. 

Erit ideo 
ayco{.TMP+a'ycoLTMP'+aycolTm'+aYcolTMP^+aYcolTmP'''+ ../..= o. 
Quam proprietatem ad fedtiones conicas pertinere demonftrare poflum. 

Exemplum 3. Summa reftangulorum praediftis perpendiculls binis fumptis 
faftorum datur magnitudine. 

Fit ideo y cof. TMP + y'coLTMP + yco^.TMP + y ' cof. TMP + .... 

ycoLTMP' ^ - +yco{.TMP +y''co(.TMP'+ywiTMP'+.... 
ycoiTMP" + ycoi.TMP^+ - + /cof.TiMPV y^coi.TMP'+:. . . 

ss o 

ycof.TMp'i-ifW.TMP"+i/'cot.TMP'+ - +y"co(.TMy+.... 
yc6{^TJI^"+yco£.TBiP'+y'coLTMP"+y''cof:.TMP"+ - +.... 



41US proprietas ad feftiones coiiicas pertinet. 

La 



§. 51 
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Ob calculi autem integralis imperfeflionem plerunique huic problemati- ( quod 
methodus tangentium inverfa vocatur) aequatione terminis finitis exprefla fatisfieri 
nequit Imo funt catus nonnulli etiam fimplicifiimi , qui methodis huc usque 
expofitis traftari non pofle videntur, & de quibus inferius dicemus. Exempli 
caufa jfit t » ^ : erit -^ =s y— •; de qua formula, & aliis ipfi analogis,, 

infira agemus. 

§• 46. Quaecunque fit origo curvse alicujus algebraicae, ea femper potefl: 
ad aequationem reduci inter reftas coordinatas refpeftu alicujus diametri. Ex. 
gr. conflantia fmnmae difl:antiarum cujusvis punfti ellipfeos ab ejus focis pro 
fundamentali ipfius proprietate aflumta , ex Ula deducitur relatio coordinatarum 
alterutrius aximn imo & refpeftu duarum quarumlibet diametrorum conju« 
gatarum : quod (biiicet quadrata reftarum diametro cuicunque ordinatim appli« 
catarum proportionalia fint reftangulis fub abfciflis ejusdem diametri. Idem 
iralet de hyperbola; pariterque de omnibus fedlonibus coniciSi proprietatis fun^' 
damentalis loco fumta ratione data diflantiarum cujusvis punfti ab alterutra 
foco & a direftrice. Proinde, qu3e jam praecepta fuerunt de duftu tangen- 
tium, quatenus curvae ad aliquam diametrum referuntur per reftas huic ordi^ 
natbn applicatas , fuflicere pofllmt (pro curvis faltem algebraicis). Quoniam 
autem frequenter evenit, ut curvarum affeftiones, 6c nominatim proprietates 
earum ad contaft:us pertinentes , modo lucidiori & fimpliciori ex alia quadam 
ip&rum origine aut proprietate deduci pofllnt, quam fi aequatio inter coordina- 
tas reftilineas inftituatur; e re efle cenfeo, prascipuas curvarum origines per- 
pendere, & methodos tangentes ducendi iis applicare, non adhibita aequatio^ 
ne , qua curvde ad diametrum s^iquam per reftas huic ordinatim applicatas re« 
feruntur. Sed ut hunc fcopum modo fufficiente adimplere valeam : nonnulla 
praemittenda funt lemmata , quae & in fequentibus capitibus fuas habebunt ap** 
plicationes. 

§. 47. Thearema. Ratio aequalitatis lunes efl: tam rationis decrefcentis ar« 

CU8 (qui totus verfus chordam concavus fupponitur) ad chordam; quam rationis 

crefcentis arcus ad fununam tangentium per extrema ejus duft^i^um , & concurfu 

fuo mutuo terminatarum. ' 

Sit 
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Sit JiMZ arcus curvae (totus verfus chordam fuam concavus). £Uco : ex Hg. J4. 
uno arcus illius extremo J duci poffe chordam AM talem, ut ratio arcus 
jILU ad chordam JiM (quae femper major eft ratione aequalitatis ) minor fit 
quacunque ratione propofita majoris ad minorem; item, ut duflis ^xjI&lM 
tangentibus, quae fibi mutuo occurrant in N^ ratio arcus JiM ad fummam 
AN + NM duarum tangentium ( quae femper minor eft ratione aequalitatisj 
major fik quacunque ratione propofita minoris ad majorem. 

Sit ratio propofita majoris ad minorem ea, quam fununa crurum alicujus 
trianguli aequicruri CE + ED habet ad bafun CD; feu ratio minoris ad majo^ 
rem ea, quam habet CD ad CE-^ED. Ad punftum A ducatur tangens BjI^ & 
chorda JZ^ quae faciat cum tangente BA angulum BAZ ipfo CED majorem» 
Tum (§. 43*) ducatur arcui AMZ tangens chordae AZ paraliela, quae ipfi BA 
occurret Sit ea MN Dico faftum. 

Etemm fuper CD^ tanquam bafi, conflituatur triangulum CE'D ipfi ANM 

iimile* 

In triangulo CE!D angulus CE'Di^ N^ BAZ) > CED^ Ergo punftum E^ 
frtum eft intra fegmentum circuli, cujus bafis CDj & quod capax eft anguU 
r CED. Promde CE^ + E'D <CE^ED (quod facile demonftratur). 

Eftideo CE' + E'D : CD <CE + ED : CD 
fed CE' + E'D : CD ^ AN + NM: AM 

ergo AN + NM : AM < CE + ED : CD. 
Atqui i^. arcus ALM minor eft fumma AN+NM; ergo (a fortiori^ 

ALM : AM <CE+ED : CD 
A^. arcus ^JLAf major eft chorda AM; ergo (a fortiori) 
AN+NM : ALM< CE+ED : CO^ 
Proinde ((§. i.) ratio aequalitatis limes eft rationis decrefcentis cujusvis 
arcus ad fuam chordam; &, limes rationis crefcentis ejusdem arcus ad fununam 
tangentiumy quae ab extremis arcus ducuntur» & occurfu fuo mutuo termi«* 
nantor. 

§. 48. Corottarim i. Nominatim ratio aequalitatis limes eft rationis de« 

cre-i 
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crefcentis arcus circuli ad fuam chordam; & proinde etiam dimidii arcus ad 
dimidam chordam , feu arcus ad fmum re£lum. 

Coroilariam 2* Rurfus ratio aequalitatis limes eft rationis crefcentis arcus 
circuli ad tangentem ejus trigonometricam. 

Ceterum coroliaria haec ;de circulo potuiflent ex propofitionibus Archi- 
MEDis de figuris ordinatis^ quae circulo infcribuntur & circumfcribuntur, de^ 
duci. 

Coroltarium 3. Pofito igitur fmu alicujus arcus s, ipfe arcus fimftio eft 
finus hujus formae (quae deinceps accuratius determinabitur) 

/ + ^j3 +Bs^+Ci^+ Ds^+ ideoque ratid arcus circuli ad finum reftum efi: 

i+Js +Bj^+Cs^+Ds^+,..:i & ratio aequalitatis eft limes hujus rationis 
decrefcentis (§. 18O 

Item fit t tangeiis trigonometrica alicujus arcus circuli, erit arcus fanftio 

tangentis hujus formae / — AL^+Bfi+Ct^+Dt^+ Atque ratio arcus cir- 

culi ad tangentem trigonometricam i — At+ Bt^ + Ct^ + Dt^ + ••..: i . Hujus 
rationis crefceiitis limes eft ratio aequalitatis (§• 18*) 

Viciflim, pofitoarcucirculi;», erit t = :$+jiz^+Bt^+Ct^ + Dts+ 

t : z ^ i+Az +Bt^+Ci^ + Dt^+. . . . : X. 

I « z--Am^+BzI+Cz^+Dz^+ 

/ : » = i^Jz +Bz^+Cz^+Dz^+. . . . ; u 

CoroUartum 4« Quoniam Jfin. verf.» «= a//, erit fm, verf.« = 

Jtzz+B'z^ +Cz^ + D'z^ + . . . . Sed hdec fatius eft fequentimodo deducere. 

Ratio chordae ad finiun verfum poteft fieri major quacunque ratione data. 

Etenim ratio radii dupli ad chordam aequalis eft rationi chordae ad finum 

verfum: fed prior ratio major reddi poteft quacunque ratione data; ergo & 

pofterior. 

Hinc etiam rationes arcus & finus refti ad finum verfum .poflunt reddi 
majores quacunque ratione data* Et ratio aequalitatis limes eft rationum, qiias 
finus reftus, chorda, arcus - - • habent ad fummam ai|t differentiam quanti- 
iatum harum & fmus verfi (imo & quantitatum, quae ad finum verfum datas 

habent rationes §• 18.) 

§. 49- 
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§. 49' Gmeratim per panftum quodlibet Af curvse alicujus ducatur tan- Fig. ix. 
gens >/r, &.refta quaevis MP; per aliud quodcunque punftum Af' ejusdem 
eurv» ducatur refta alicui reftae pofitione datae parallela, quae ipfis MPj MT 
occurrat in punftis Q & ^\ Dico: radonem aequalitatis liroitem efle arcus 
MNM' & fegmenti tangentis MQ\ 

Etenlm per pun£lum quodcunque reftae MP ducatur refta ipfi M*0 pa< 
rallela» cui chorda MM* & tangens MQ* occurrant in <S & Ti 

lim.MJVM' : MM' » i : i (§.47.) 

fed Vaa,MM' : M<^X^MS:TS') '^ i : i (§.40.) 

crgo lim.JlfJVM' : MQ' =1:1 (§.14.) 

item lim. 99' : 9Af'(=Pr: PS) ^ i : i (§. 40.) 

Corothria. Sit Q angulus reftus. 
l^ ikf^' : M(^ = I ; colTMP 

\im.MNM' i -M9'= i : i 
ergo lim- MNm' : MQ = i : coi:TMP (§. 14-) 
Scilicet: ratio differentialis turcus cujuslibet curvae & reftae axL fiib angulo 
refto ordinatim applicatae, aequalis eft rationi radii ad cpfinum a^guli, fub quo 
tangens ciurvae ad reftam axi ordinatim appUcatam incllaatur. 



a^ lim.MJVM 
M9' 
lim.99' 
ergo lim. MNJ^ 



MQ «= I : I 

99' s» I : rui.M 

M*9 —1:1 

m'9 s= 1 : fin.M (§. 14.) 
tScilicet : ratio differentialis arcus cujuslibet cury» & abfcifrae «xis sequalis eft 
rationi radii ad finum anguli, quem tangens facit^cum refta axi ordinatim ap« 
plicata. 

3^. Curva referatur ad aliquod puiiftum F per radios veftores MF, Af'F Figti^. 
Sijt arcus MM; 6c radio veftori FM perpendicularis ikf '9, quae tangenti in 9'oc* 
currat C?ntro F, radio FM\ defcribatur arcus circuli Af j. Item /it pp' 
arcus , cujus radius FA conftans. 

L , lim. 
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»«w' 



Um.JfcfJVilf' ; 


Afp ' = 1 : I 


mq' 


: 99' = I : fm.M 


lim. 99 ' 


: m'9 =1:1 


lim.Afn 


M'q = 1 ; I 


M'q 


PP' = FM : FA 


ergo lim^JlfiVM' : 


PP' = FM : FARn.. 



. (§-40.) 

(§. 48.) 
r. (§.14.) 

Hoceft: ratio differentialis arcus curvae & arcus circuli, qui metitur angulum 
duobus rjidiis veftoribus comprehcnfum , aequalis eft rationi Yadii veftoris ad 
radiuni praedifti circuli , multiplicatum per finum anguli , fub quo tangens cur- 

vae ad radium veftorem inclinatur, 

.* * • - 

4.*. lim.MJVM : M9' = i : i 

MQ =: I : cor.M 

M? = I : 1 (§. 48.) 

Mq = I : cof;M. 

Hoc eft.: fatio differentialis arcus alicujus cufvae & radii veftoris gequalis eft 
rationi radii ad coflnum aBguli, quem tarigens curvse cum radio veftore com- 
prehendit. - 



lim.ikf^ 
ergo lim, MNM' 



5^ hm. Mq : MQ =^ i 
lim.Jlf9 ; M^Q .= i. 
Km.M'o : Mj = i 
lixn. M'q : PP' = FM 
ergo lim.Mjf : pp' == FM 



(§• 48>) 



(§• 48.) 



tang.ikf 

I 
FA 

Ritang.AT (§. 14.) 
Hoc eft : ratio differentialis radii veftoris & arcus circuli , qui metitur angu« 
lum duobus radiis veftoribus comprehenfum , aequalis eft rationi radii veftoris 
ad radium hujus circuU multiplicatum per tangehtem anguli, quem tangens 
curvae cum radio veftore comprehendit 

Tranfeo» ad applicationes. 
§.50- 1°. Curva referatur ad plures reftas pofitione datasper aliquam 
relationem datam inter perpendiculares , in reftas pofitione datas ^x quolibet 
curvae punfto demiflas; * * 

Reft» 



/ 
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Reftae perpendiculares in reftas pofitione 
datas deinKTae, dicantur MP^ MP^ 

fcu y, y, 



JKP", 



Arcus curv» dicatur »• 

£x relatione data dabitur etiam re- 
.Jatip exponentiam diilerentialiatn 



dy 
di' 



dy 
di"' 



d/ 
d^' 



m 

dy- 

di"' 



y 



MF\ . . . 

tv 

y .... 



'd^ 
d« 



IV 



• • • • 



proiade etiam dabitur rela- 

tio inter quantitates toLTMP, coLTMP, colTMP\ c6f.TMP", co£.TMP:. . 

AtquipunftumiK&perpendiculaAfP, MP, MP\ MP", MP"^.... 

dantur pofitione; ergo dabitur aliqua afFeftio tangentis, per qiiani detemii- 

nabitur. 

Exemplum i. Summa reftangulorum pradiftorum perpendiculorum per 
reftas magnitudine datas a, a\ a\ a, a\.. . datur magnitudine. 

Erit ideo 
acoi.TMP+ aco(.TMp+ a'co[.TMP' + a''coCTMP'' + fl"cof.rJKP"+ ...•=. c 

Locus propofitus non eft curva aliqua, fed linea refta (uti videre efl: ex 
opufculo meo, Ihhfgonometrie , Geneve 1789-) 

Exemptum 2. Summa fpatiorum , quas ad quadrata perpendiculorum datas 
habent rationes^, datur magnitudine. 

Erit ideo 
ay coLTMP+a'ycolTMP'+aYcot.Tm'+aYco{.TMP'+aYco[.TmP''+ ....^0. 
Quam proprietatem ad fedtiones conicas pertinere demonftrare poflum. 

Exemplum 3. Sunmia reftangulorum praediftis perpendiculis binis fumptis 
faftorum datur magnitudine. 

Fit ideo yco[.TMP +y'co[.T/IIP +ycoi.TMP +y\olTMP + .... 

ycoLTMp ^ - +yco{.TMP +y''coLTMP+y'co(.TMP'+.... 
ycoiTMP + ycoi.TMP'+ - + /cof.rjMP''+ y*cof.rilfi^+.; . . 

ycolTMp' + ycoi.TMP'"+ y cof.rJKP" + . + y* cof.mr+ 
y cdf,3R«5P"+ v'cof.2:KP"+ y cof.rj|fK+ /cof.riW+ - + . . 



• • • * 






^tiae proprietas ad fe^tiones coiucas pertinet 

La 



§. 51. 



V 
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§. 51. ^^. Sit curva ad plura ptxnaa relata, pfer datam relatiouem mter 
radios veftores ad haec puufta duftos. 

Punfta data fint F, f\ F", F^, ^" • • . . 

Radii vcftores dicantur r, r\ r\ r", - r^.... 

Exrelationedattdncaturrelaao dr dr' dr" dr" dr"' 

inter exponentes differentitles d« ' di" ' dS" ' dF ' dJ * ' * * 

feu inter quantitates cof.FitfT, colP^MT, cot.F"JUT, coiF^MT, coiF'"MT. . . . 
unde pofitio tangentis determinatur, 

Exmplum i. Sint duo punfta data; &, funuxn radlorum reftorum detur 
magnitudine. 

Quoniam r + r^ datur magnitudinej 

eft ^+^ .'. 

dz dz 

feu coiFMT+coLF^MT^ o 

hinc coLFMT « cof.i8o^— i^*-ffr, qu3e eft proprietas notad-» 

lipfeos. 

Exmplum 2. DifFerentia radiorum veftorum detur magnitudine. 
Quoniam r — r datur magnitudine; 

fit ~ — — . « o 
ds d;8 

coi.FMT^coi.F^MT =0 

FMTt=, F^MT, quae eft proprietas nota hyperbolae* 

Exemplum 3. Ratio radiorum veftorum fit femper eadem. 

Quoniam ratio r : r eH femper eadem, 

cft etiamratio — : Jl femper eadem: 

az dz 

hinc ratio colFMT: cof.F* MT femper cadem, quse eft proprietas circuli. 
Exemplum 4. Reftangulum ex radiis veftoribus detur magnitudine» 

Ar Hr' 

Quoniam rr' datur magnitudine; ^'jr "*" ^T^ ■* ^ _ 

rcof.FMT+rcor.FMT « o 

r'cof.jPiirr«rcof,i8o*— F^JHT, qn» eft proprietai 
<urv% Caflinianae. ^ 
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Exempkm 5. Summa fpatiorum \ quse datas [habent rationes ad quadrata^ 
cx quotlibet radiis veftoribus, detur magnitudine. 

Quoniam . •** . «-» ', .v^v. , . 

ar*+ ar* + ar^ + «r» + ar ^ +... da- 

tur magnitudine; fit ^ • 

* ds . <^ ^ dJ8 d^ ^ 

nr coCi^ilf r+aVW.rtr^ . • « o. 

quae eil proprietas circuli. (Vid, De relationc mutua tapaeitatis et terminorum figurtt^ 

rum. Vars. 178».) 

§. 52. 3®. Curva referatur adaliquod punftum datum, & ad reftam, per 
angulum , quem radius ve&s:^r facit cum refta pofitione data. 

Angulus mutabilis dicatur x. 

Ex relatione data inter radium veftorem 6c angulum mutabilem da1)itur 

dr 
eXponens dif&rentialis —> feu rcotFMT. 

• # 

Exemptum i. Sit radiusjveftor r datus magnitudine. 

Fit ideo £^ =0; coLFMT=o, FMT==:qo^, quae eft proprietas circuli. 

Exemplum 2. Sit r = ax 

^ = 11; rcot.F-«rr=fl; tang,FiKr=« 1, quae eft pro- 

prietas fpiralis Archimedeae. 

Exemplum 3. Sit rcof.^^x ^ a. 

Erit ^cof.^|:c— rcof.|xfin.iJc « o 

rcot.FJWrcof.|j«f 55 rfin.ix 
cotFMT = tang.^jc 

jKfflT e= 9o^-|Ar, qu« eft proprietas parabolae. 

Exemptum 4. Sit r = jr- 

ll+f COLOP . * 

•^ dr W^fin,^* 



djf (o+fcof.*)* 
rcot.FAfr« 3il5i^-r. '^^"^ 



(fl+f cof.^) * * 0+e cof.x 

cotFMT * = .^ "^- , qu« ^ft proprietas 

a+^cof.* ellipleos. 

L 3 S- 58- 



V 
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§• 53r 4^^ Curya referatur ad aliquod punftum & ad aliquam reftam, aut 
etiam ad plura punfta fimul & ad plures reftas. *^ 

Ex relatione data inter quantitates 



. I « M 

*•, r , r, r y 



m 



• • • • 









ds 



• • • • 



dabitur relatio inter exponentes differentiales 

dr dr* ^ dr" dr]| - dy 

ds' da' ds' ds' "** d«' 

feu inter quantitates 

^cof.F^, coLB*MT, coLF^MT, coi.r MT..xo{.PMT, coiPMTy co(.P"MT,coLI^MT... 

unde pofitio tangentis determinabitur. 

1°. Sit unicum punftum & unica refta. 

. Exemplum i. Sit r* = «y 

fit ^r^^Jj 
dz dz 

2rcolFMT^acoLPMT ^ qu« propriptas p^rtinet ad circulum.' 

Exemplum a. Sit r « — y 



az n az > 

> 




• 


» 


co[.FMT s= — cofpaf r, qu3e proprietas pertinet 

li 


1 

ad fe^tiones 


• 

conlcas. 






•* 


a°'. Sint plura punfta & plur< 


5S reftse. 


' 


• 


Exemplum. * 


1 
• 


' 


■ • 


Sit mr* + mr* 


4- fnr* 


+ wV* 


"T* • • • • 


= «y + oV 


+. «y . 


+ «y 


4 

+ • • • 4 


•i.. dr , , 1 idr' 

erit aw— + :awr , 

d» ds 


. w «dr 

Az 


' , . • «dr" 
+ 2mr ^ 

az 


■J" • • • • 

• 


ds Az 


1 «dy* 


+ a^y^ 

^ dz 


1 • 

■T" • • • • 



feu 2wrcof.FiHr+a«r'cof.i^ir3H-iwrcof.i^JfT+awVcof.F"ilfr+. . . . 

= acoLPMT^ acoLP'MT + «"coiP^MT + acoLP"MT +. . • ; 

quae proprietas pertinet ad circulum. 

SchoKumm 



■1'-. 
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ScMium. Ex his exemplispatet, faepe potius efle, proprietates curvarum 

ex proprietate. quapiam pripiaria deducere ; operationesque 'mere algebraicas 

pofle fieri & longiores & minus lucidas, quam qiaae magis geometrice infti^ 

tuuntvu*.- 

Caput Sextum. * 

D e^ L g,a r i t h ?n i s. 

T ... ^" ^^* 

J^n diflertatione jam nominata Expofition eJmentaire des prineipes des ealeuts fupe- 

rieurs cap. VI. logarithmorum theoriam & calculum ex contemplatione curv«. 
Idgarithmicae deduxi. • Et quidem curva haec omnino. mihi apta videtur ad di- 
lucidandum hoc caput, quodtanti eft per Hiniverfam mathefin momenti. 'Cum 
vtro idem fpeftari poflit tanquam ad calculum proprie pertinens, metliodiis 
mere algebraica, & progreffionum geometricarum natura immediate nixa, po- 
tior videri poteft , quam methodus mixta' (nempe partim geometrica & partim 
algebraica) » qua in praedifta diflertatibne ufus fum, 

• • • 

Methodus autem, quam Iiic profecuturus fum, eft mere -elementaris nc-- 
que ulla infiniti notione afiefta. Eandemque eo lubentius evolvam, cum Couod 
fciam) prorfus fit nova, principiis prius pofitis omnino confentanea, 6ecunditat|. 
eorum luculenter oftendendae apta , & demonflyationi Pfleidererianae theorema- 
tis Tayloriani valde analo^a. 

§. 55. Sit a* quantitas exponentialis , quae proinde funftio eft exponentis 
mutabilis ». Et quoniam imminuta z (pofito a numero pofitivo unitate ma* • 
jore) unitas eft limes quantitatis decrefcentis «^ (§. 22,) 

Sit. «8 = i+>fe + JJa» + Ca3 + Dz^ + Ez^ + Fz<i-+ Qz' +..... 

Erit ideo aaz = i-\-2^z^2'^Bz'+2Kz3+24Dg4^2SEzS.^2^Fz*'+2^Gz7+..,, 

«32 = i + S^+3''S's=+3Kzi+^Wz^+^5E^s^^6f^6^^7Gz7+..., 

«« = i+^^M'^^'''+^^Czi+^Wz*+ji5EzS+^6pz6+^7Gz^+ . . . , 

o» « i + 5^z+s'*Sz»+sKz3+5Wz^+5^EzS+^6p'ss0+57GzJ+,,,, 



* . 



,- V 



Hinc 



«* r 



m 



#' 
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Hinc fumtis difTerentiis primis erit (§. /. Tntrod.) 

(a* -i)a» e ./l»+(a»-i)Bza-f(23-i)Cx3+(a4-i)I}x4+(a5-i)£:x5+fa«-i)Fa«+... 
(a* -i)a*'s=A+(3».a»)Bx»+(33^S)Ci3+(34.24)l}x4+(35-a5)£i5+(3 6^6)25^6^. . . 
(a* - i)a32aulx+(4a.3»)Bz34.(43-33)Cx3+(44-34)Dx4+(45.35)£i5+(46-36)l^e.|.. ., 
(a« -x)a4««Xx+(5a-4»)Bi«+(s3-4')Cx3+(54.44)Di4+(55.45)£i54<s6.46)R64.. . . 



Quoniam autem «z = i + ./&+.B«9 + C»'+I?a*+jE8'+ .... 
et ««-I = .<fe+.ff»» + C«^+Z?«^+jE85+ .... 
primus terminus fingulorum produftorum, (a«-i)a«, (a*-i)a«, (a»-i)fl», 
((is.j)4z, . . . . ipfe fit As: unde in aequationibus praecedentibus dividendo 
per z , Sc aequando terminos conftantes (juxta methodum reverfionis ferierum) » 
fit Ax=4, Quare A manet quantitas indeterminata. 

Sumahtur differentiae fecundae. Erit (§. /. Jntrod.) 
(««.i)»a» =A'(3»...i»)fi»»+A"(3^..i')Ca3+A'(34...i*)Da^+A"(35...i5)^5+.,. 

(a«- i)«a» = A'(4»...2«)5a»+A'(43...2')C«3+A'(44...24)D»4+A"(45...2*)£a5+ . . . 
(a»-i)»aJ»=A'(5«...3«)B»»+A\53...33)Ca3+A''(54...34)£>a,4+A'(5S...35)£;8S+.,.. 
(a«- i)»a4» « A''(6»...4«)i?««+A'(6»...43)Ca9+A''(6*...4*)Da4+A'(65...45)£»5+ . . , 



Jam vero, quoniam a«-i « Az-{-Bz* +Ca;» + Da* + Ea5+ . , , , 
primus terminus tam quadrati (<>■'• i)S quam fmgulorum produ£torum hujus qua^ 
drati per terminostf>, «az, a3x, a4z.... t^AAz*. Co6'fficiens autem primi 
termini Bz* fecundi membri cujusvis aequationum praecedentium eft difierentia 
fecunda quadratorum numerorum naturalium ; & proinde (§. ?• Introd.) quantitas 
conftans i.s. Hinc dividendo utrinque per 2«, & sequando invicem terminos 
conftantes (juxta methodum reverfionis ferierum), fit AA es 1.2B; Ik proinde 
JB « -^AA. 



X.3 



Suman. 



^ 
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Sumantar difTerentise tertiae ; erit (§. t.Jalrod.) 
(««-i)»a» =A"(43...i3)C8a+A"(4*...i*)Da*+A"(45...i5)JE85+A'"(4«...i6)l?!s«+... 

(flZ- l)3flw = A"'(53...23)C»3+A"(5*...2'*)^«''+^"(S*-..2')^''+A"'(5^..2*)^'+. . . 

(a« - i)3«3z = A''(63...33)0!3+A"(6'»...3*)D»HA"'(65...35)£85+A";^66_36)2p«6+. . ; 

(at. i)3a4* = A"(73...43)C83+d"(74...4'4)Da4+A"(75...45)JE85+/X'«(^6^^^6)Jfr56+., , 



Quoniam «« — i ='-<&+ 5»» +Cs3+Da*+£»»+ 

primus terminus tam cubi («» — 1)3, quam fmgulorum produftorum praedifti 
cubi per terminos a», «»*, «3«, «4z, . , .. gft ^»3. 

Co€fficiens autem primi t^mini Cz^ fecundi membri cujusvis aequationum 

prsecedentium eft diiferentia tertia cubmun numerorum naturalixun; &. pro' 

inde {^. q. Introd.) quantitas conftans ssi.2.3: hinc eadem methodo , qua co^- 

ficiens B fuit determmatus, fit .<^ = 1.3. 3C; & C = — L_^. 

1.2.3 

Sumantur differentise quartse ; erit (§. /. Introd.) 
(a2-i)V-=A"'(s'»...i'»)Da'»+A;(C5^..i5)£a5+A"(5'...i')^«+A"'(5^..iOGa?+.; 

(a2-i)4oa«=A"(64...24)Oa4+A"(65...a5)Es5+2i"(66...a6)ifJs6+!i"'(67...27)Ga7+.. 
(az-i)4fl3x»A"(7*...3'»)Da;'»+A"'(75...35(£85+^"(^6...36)i;]56+^"'(^7...37)Ga7+., 

(at-i)4a4z=A"(8<...4'»)D«'»+A''(8'...4O^'+A"'(8^..4«>F3a!«+A(C8^..40Ga'+.. 



Quoniam fl«--i = .«48+B»«+C«3 + Da;*+jE85+ 

primus terminus tam quartae poteftatis (a>— i)'», quam fingulorum produfta< 

rum hujus poteftatis per terminos (fl , a**, «3«, a4«, . . . , eft A^z^. 

Co€fficiens autem primi termini Dz^ fecimdi membri cujusvis sequationum 

pnecedeiftium eft difierentia quarta quartarum potefta^um numerorum natura- 

lium; &proinde (§. q.Introd.) quantitas conftans = 1.2.3.+ Hincpriore me« 

thodo fit .«f»* 1.2.3.40; & 0= — L^A*. 

1.2.3.4 

Eodem prorfus modo , fumtis dlfferentiis quintis , primus terminus omnium 
produftbrum.(a*— i)5a«« eft .^a*; & coefficiens primi termini Ez^ pofterio« 
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Hinc fumtis diiTerentus primis erit (§. /. Tntrod.) 

(a* -i)a« » ./l»+(23-i)Bx3-f(23-i)Cx3+(a4-i)IJi4+(a5-i)£:xJ+Ca«-i)F»«+... 
(a« -i)a*'=uix+(3».aa)Bl»+(33.a3)C»3+(34.a4)l>i4+(35.a5)£i5+(36_26)fk6+. , . 

(a* - i)a32«ifa+(4«.3a)Bz'+(43-33)<^3+(44.34)Di4+(45.35)£i5+(46.36)l^e4. . . . 
(a« -i)a4'«AM<5»-4»)Bi»+(s3-43;Cx3+(54.44)I}t4+(55.45)£i6S4.(s6.46)ft64.. . . 



Quoniam autem •' = i + u&+J?«» + C»5+I?a* +£«;*+ .... 
et ««-i=s ./fe+.ff»* + C«^ + Z?a*+JEs5+ . . . . 
primus terminus fingulonmi produftorum, (fl«-i)a2, (a»-i)a«, (a«-i)flf», 
((it.i)4z, . . . , ipfe gt ^: uQcie in aequationibus praecedentibus dividendo 
per z , Sc aequando terminos conflantes (juxta methodum reverfionis ferierum) , 
fit AssA, Quare A manet quantitas indeterminata. 

Sumahtur differentiae fecundae. Erit (§. /. Jntrod.) 
(a«.i)»a» =A'(3»...i»)fl»»+A''(3'...i')Ca3+A'(3^..i*)Da*+A"(35...i5)^5+.,. 

(a«- i)«a» = A''(4»...2«)5a»+A'(4'.-.a')CaHA'(4«...2*)D»H/i"(V...2*)^^+ . . . 
(a«-i)»«3a=A'(5»...3'')5»»+A"(5'...3')Ca3+A''(5^..34)Da4+A'(55...35)£«5+..,. 

(o». i)«a4» « A"(6»...4»)5«»+A'(63...43)Ca9+A*'(6^..4<)Da VA'(65...45}£»'+ . . . 



Jam vero, quoniam a»-i «= ^«+ J*» +C8' + Da* + Ea5+ . . . ^ 
primus terminus tam quadrati («^ • i)*, qiiam fmgulorum produftorum hujus qua.* 
drati per terminos i^ , «az, ai% a4z . . . . eft .^f/fe». Co^fficiens autem primi 
termini Bz* fecundi membri cujusvis aequationum praecedentium eft differentia 
fecunda quadratorum numerorum naturalium ; & proinde (§. ?• A/ro(/.) quantitas 
conftans i.s. Hinc dividendo utrinque per »», & aequando invicem terminos 
confkmtes (juxta methodum reverfionis ferierum), fit AJ <ss 1.2B; dc proinde 
J « J-AA 



1.2 



Suman< 



^ 
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Sumantar differentiae tertiae ; erit (§. s.Jnlrod.) 

(a^- i)3a» = /\"(53...23)Ca3+A"(5*...a'»)iD»'»+A'"(s'-..*')^''+^"(5*".2*)i^'+. . . 
(az - i)3a3z = A'"(6'...33)C23+A-(6'»...3*)D»*+A"(6*...30JE«'+^"!C6*...3*)^«**+. . • 
(««.i)3a42 = A"(73...43)C83+A"(74...4*)Da4+A-(75...4')^'+^T7'...4*)^«*+... 



Quoniam o? — i =' ^ + 5»» + C»» +©«-»+£«»+ 

primus terminus tam cubi («» — i)^ quam fmgulorum produftorum praedifti 
cubi per terminos tfl, aaz, as^, a*^. . . . eft -^«'. 

Coefficiens autem prinai termini Cz^ fecundi membri cujusvis aequationum 

praecedentium eft differentia tertia cuborum numerorum uaturalium; & pro- 

inde (§. ?. /nft-orf.) quantitas conftans = i.a.3: hinc eadem methodo , qua cofif- 

ficiens B fuit detemunatus , fit -<^ - i.a. 3C; & C = —i—'^- 

I. a. 3 

Sumantur differentiae quartae ; erit (§. /. Introd.) 

(a2-i)'»a»-=A"'(5'»...iODa''+A;'(55...i5)^«^+^"(5'...i')^^+^"'(5'...i')G'«'+" 
(az-i)4a3«=A"(64...24)£,24+A''(65...a5)Ea5+2i"(66...a*)-Rs6+A"'(6?...20Ga?+.. 

(fl»-i)4a3«=A"'(7*...3^)D»HA"(7''...35(^'+^T7'-..3'')i%'+A"(7^..30Ga'+.. 
(a«-i)4a4z=A"(8^..4'»)D«'»+A''(8*...4O^^+A"(8^..4'')'R**+A"'(8^..40Ga'+.. 



Quoniam o* — 1 = ^«+ 5a« +08^ + D»* + jE»* + 



primus terminus tam quartae poteftatis (fl» — i)"*, quam fingulorum produfto- 
rum hujus poteftatis per terminos a», a^^, asz, ^4«, . . . , eft ji^z^. 

Coefficiens autem primi termini Dz^ fecundi membri cujusvis aequationum 
pnecederitium eft differentia quarta quartarum poteftatum numerorum natura- 
lium; &proinde (§. q.Introd.) quantitas conftans « 1.2.3.4. Hincpriore me- 

thodo fit ^^«1.2.3.40; & 0= —I—^\ 

1.2.3.4 

Eodem prorfus modo , fumtis differentiis quintis , primus terminus omnium 

produft6rum:(a« — O^an» eft -rf^^s. & coefficiens primi termini Ez^ pofterio- 

'J J * M ris 



\ 
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ris membri fingularum expreffionum Horum produftorum eft difFerentia quinta 
quintarum poteftatum numerorum naturalium, aempe i. 2. 3, ^.js* Hinc 
jti^ ^i. 2.3. ^.SE; &£ = — ^^^ 

Tum fumtis differentiis fextis, primus terminus omnium produftorum 

(a« — lya^^, eft ji^z^. Cofefficiens autem termini Fz^ eft differentia fexta fex- 

tarum poteftatum numerorum naturalium ; & proinde (§. q. Introd.) quantitas 

conftans 1.2...6. Hinc^^ = I.2.-.5.6F; & /?• = _i — -A^. 

i.2*..5*v 

Eadem methodo determinantur cofefficientes potentiarum fucceflivarum 

ipfius z ; unde confequitur fbrmula generalis. 

fl2(= i + Jz + Bz^ + Cz^ + Dz^ + Ez^ + Fz^ + ) 

= 1 +Az+ —A^z^ + —A}z^+-^A^z^ + ^^A^z^+ .... 

1.2 1.2.3. i-2».4 1.2..5 

§• 56. Quantitas ideo exponentialis /i^ exprimi poteft juxta legem admo«< 

dum regularem per exponentem z^ & aliam quamdam quantitatem A, quam 

ab ipfa a pendere deinceps videbimus. 

Si vero « fit numerus negativus, erit eodem omnino modo -i(=a^) « 

« i^Az+JLA^z^^ l^A^z^+-L-A^z^^^J:-.A^z^+. . . . 

1.2 1.2.3 i.a...4 1.2...5 

Obfervatio. Si Az unitate major non eft: feries haec non modo convergit; 

fed.etiam termini ipfius, inde a termino qupcunque propofito fumti, celerius 

decrefcunt , quani termini progreflionis alicujus geometricae decrefcentis. 

Etenim fit Azszi; fintque tres coefficientes fucceflivi -i — . ^ , 

^ 1.2...P' i.2...i?+i 

L — : termini hi funt inter fe, uti i, .-L., -L. . -L. Jam vera 

I.2...P+2 P+l P+l P+2 



I I 



< . — L_ ; ergo termini hi velocius decrefcunt quam in progreffione 

f+I f+2^(p+l)*' 

geometrica, cujus exponens -i-. Idemque tanto magis obtinet, fi^<i. 

Quodfi autem Az>i. Sit p numerus integer non major ipfo Az, fed illl 
proximus. Termini Az, i^^«S — ^Pz^ , — ^ A^^z^. . . • -^^^^^ . ^on- 

^ 1.2 I-2.3 I.2...4 I.2...p J 

tinue 
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tinue crefcunt: qui vero hos fequuntur termini, continue decrefcunt, &,rapi- 
dius quidem quam in progreflione geometrica. Etenim tres termini fucceflivi , 



I.2...p+m I.2,.-p+w+l I.2„.j:;+W+2 

funt inter fe uti quantitates i , , Quoniam autem < i , 

jp+m+i p+tn+i.p+m+z jl+I 

jIz ji^z^ A^z^ 

tanto magis efl: — <j i ; pariterque <{ — . Proinde 

^ p+m+i^ ^ ^ p+m+i.p+m+2^(^p+m+iy 

termini fucceflivi rapidius decrefcunt quam in progreflione geometrica, cujus 

Az 

exponens eft numerus fraftus — '- — . Nominatim praedifta feries inde a ter- 

p+m+i 

A^z^ 
inino rapidius decrefcit quam in progreflione geometrica , cujus exponens 

Az 

: itaque fumma terminorum ab hoc termino decrefcentium minor eft quam 

p+i 

^^^^ f — 3r"l, feu :^i . -^^tLr- Pwmde utut magnus fit numerus 
i.a...p L^— j^qpiJ i.2.;.p p+i-Az 

Az , feries haec ultra certum limitem non excurrit. 

Ceterum' quod ad applicationes feriei hujus attinet; fatendum, eam ufus 
facilis efle iis tantum fcafibus, quibus Az^i. 

§. 57. Applicationum quarundam hujus feriei gratia , quae deinceps ex- 
ponentur, e re erit in ejus naturam penitius inquirere. 

Az\^ 
Sit bmomium (i -I J ; ent femper 

^ n ^ 11112«* I23»^i4ii-^ 

i.l i.i i.£ i-i i.l 

= 1+^:5+ tAH^ + !L ?-rfV +_J? ;/fV + .... 

1.2 1.2 3 1.2 4 

Sit autem n numerus pofitivus, qui major fieri poflit quocunque numero 
propofito. 

i^. Sit ^ = 1. Unitas eft limes Ifaftorum i — -, i — -, i — ^, . . . • 

' n n n 

X i*--*^ quorum numerus p; & proinde etiam unitas eft limes produfti 

n 

M 2 I'— 



9Z 

I — i. I — -. I— i. I — 4. . . . I — £ (^. 2iOJ unde feries 
n n n n n 

I +1 + JL + — L. + — ^ — +•..•+ ? eft limes feriei 

1.2 I-2,3 I-2...4 I.2...i?+I 

112 1^ I P 

IA T J- n I " ^ L " >* J- n n 

T 1 T - -^ * • ■ * -^ — • • • T • • • . . - .... ■ I». 

1.2 1.2 3 1.2 4 1.2 /?+I 

Atqui , quo major /7 , eo minores funt faftores fequentes i — PJlH ; & eo 

n 

majores funt denominatores i,2...p+m + i terminorum fucceffivorum; pro- 

inde, a fortiori, feries 1 + 1+-L 4.-i_4. — l — +_? — + ,... eft limes feriei 

1.2 1.2.3 i'^-4 I-2-5 

i-i i-l i-l j.i i-l i-i* i-l 

1 + 1+ — 1+ — 5L !1+ — ? 5.+ — 2... ^+ ; feu quantitatis 

1.2 1.2 3 ^'^ 4 i*^ 5 

(I + i)"- 

n y 

2®. Haec valent a fortiori, fi -/& <; !• 

3®. Sit ^ > I j & fit j7 numerus integer non major quam «, fed ei' 

proximus. 

i-i i.2r! 

Sumto termino — ^•••^ , "SLA^z^ ; termini, qui illum fequuntur, rapi- 

1.2 f 

dius decrefcunt quam in progreffione geometrica , cujus exponens — - : tum 

P+i 
quia faftores fucceffivi denominatoris p+2, f+3, f+4....p+«» majores 

funt faftore p+ 1 ; tum ctiam quia faftores numeratoris i — £ , i — ?ii • . • ; 

n n 

j ^£+»2i fiunt continue minores: & proinde, afortiori, fummaomnium ter- 
n 

i.i i.i i.E:2 

minorum, inde a termino . 2 1 ^A^z^y minor eft quantitate 

1.2 3 p 

,.i i-i i.C! r ztN 

Ljl., — E. • * , . _iL^Pa»t i-.-:™- h cujus limes cft 

X.2 3 P i^+^ 

— i — -rfV • I - —-; tantoquc magis fumma omnium terminorum inde a ter- 
i.2...p p+i ^ 

juiao 



n 



i. 1 - ?+*"-' 



mino ill. . . . ■ /^P+Wat^"» mmor eft quantitate 
1.3 i'+»» 

cujus limes eft ,,a....^+*»-/ ^"'''"^"'' p+«--4fe ' ^"««""^n^orfitquan- 

.'I 
titate ^^^ - -iJ^L— .^*^' -, poteft reddi minor quacunque quantitate 

propofita. 

Proinde tandem in omni cafu ferics 

^\r.jiz,+ —A^T?' + } A^T? + ^ A^z^-^. •^.■Lmes eft feriei, qu» ori-« 
1.2 i.a.3 1.2... 4 

turex quantitate (1+ — )" evoluta, feu eft limes hujus quantitatis. 

^. 58. Quoniam a exponens eft rationis 11:1; a^ exponens eft rationis 
(a : ly . Scilicet ratio (fl : i)* cdmpojiitiir ex t ratianibus ipfi riitioni a : 1 
«qualibus; feu z metitur rationem (a : 1)2. Hinc z dicitur togarithmus ratio- 
nis («: i)*; fe^ omiflb confeqyente i, communi & conftanti, z dicitur loga- 
rithmus ipfius a* , quatenus logaritlimus ipfius a eft unitas. Quantitas a dici- 
tur bajs logarithmica; quantitas A autem didtur moduhs. Diverfitas fyftema- 
tum lo^aridraucorum pendet a bafi a; proindeque etiam a moduio 4- 

Bafis itaque a modulo [ita pendet , ut fit 

« « I + -rf + ^A^ + -V^3 + _i~^4 + -i— ^5 + ^-^^6 + .. .. 

i.% i»2.3 1.2...4 i.a...5 1.2...6 

Ex.gr. Sit>*=i; erit a=i + i+ JL4._i_+ _!_+— I_ + -i— + ...2 

A^.51. wPAi. - > 1.2 1.2.3 1.2... 4 I.2...5 I.2...6 

s ■ 

C + 

«2, 718 281 828 ^f^Zj 

Syftema logarithmicum huic fuppofitioni refpondens dicitur fyflema natu* 
ratej feu etiam hyperbolicum ; atque inter mathematicos convenit, bafim a 
hujus fyfiematis per litteram e defignare. .^ 

M 3 ' §. 59- 
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§. 59« Quoniam 



^ 



^ 



^* 



^5 • ; ^6 



a* = 1+^:5+ lLaa + jf_«3+ j!L_a4+jfL_a5^.j:L_s6 + ... 



1.2 . 1.2.3 ' 1.2.. .4 1.2.. 5 I.2...6 



^» 



> 



1.2 x.2.3 



a^ + ~ 



14 , 



4^ 



a' + 



^6 .. 



1.2... 4 I.2...5 ' 1.2... 6 



Z 1 ••• 



erit £+5^- - -.- -^'.r^ ^'' ,4^ -^' .6 ^ 



.«'♦ + 



«'' + 



— = 1 + :^«' + ^ . A , - o 

2 1.2 1.2..4 1.2...0 1.2,. .8 



-z^ + 



10 



^ . 






f ■ • « * o • ■" 



I.2..I0 

ir 



^ i* ••» 



1.2.3 I-2-5 I.2...7 I.2.,.9 I.2..H 



^"+... 



Nominatim 



Z 1.2 I.2..4 I.2...6' I.2...8 I.2..IO ^^ 



— — r-= z + -- — z -1 

^ 1.2.3 I-2..5 



-^;?i3 + JL.^5 + 



§• 6o. Quoniam 
D i^-AzA^ l^AH^A- -^A^z^ + ■ ^-. 

.2.3 I.2...4 



X.2...7 I.2.'..9 X.2..XI 



i— a"+... 

> TT 



— ^^«'» + -^^5,5 + 

2...4 X.2...5 



X.2 X.2.3 X.2...4 

Exponentibus differentialibus fumendis erit 

^= ^+^«+-1-^3«*+ _i_^4«3 + _i_/f5;54+ _i_^,5+ 

a« 1.2 X.2.3 I.2...4 I.2...5 

«^I+^+-Lv^«*+ -i_^;53+__l_^4;54 4._l_^5;55+ . . . . 

1.2 X.2.3 X.2...4 X.2...5 

= -rfx«*. Hinc 

« 

ds* 

da'* 

§!^ = ^X«« 



Pro- 
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Proinde exponentes differentiales omnium ordinum quantitatis exponentialis 
flz exponentisque ejus z fequuntur progreffionCTfi gepmetricam , cujus exponenS 
eft ipfi ^ aequalis. 

S. 6i. Quomam a .= 1+4+::^ — ^ + + :H — — z+ • • '• 

^ la 1.2.3 i.a...4 i.2...s^i.2...6 



-feu a-r-i =. 



•" + T" 4" •r~T' + r "_ ' -f" r~t — z "f" :^ 2 + • * ' 



i.2 1^2.3 I.2...4~I.2...5 1.2...6 

Adhibita methodo reverfionis Iferrerum invenitur modulus u^ per bafiifl a e)ii 
preffus. , Potior autett) mihi videtur ufus fequentis methodi , qua fimul loga^* 
rithmorum ipforum expreffiones confequimur. 

' Ononiam «^ = i+Jz^^z^+—^^+^^z^ + J^zS v 

«... .. ,1.2 1-2.3 I.2...4 J.2..^S 

' ' ' ' *fiat z = n^z. ' " ' .' • 

Eritetiam «^'= ^+^+rt^^ + i^^^^^ + T^ZT^^^ + rUs'^'-^"' 



.,=(«»A.)=(i+4te+4-to»+— te»+— ^^+— ^=+...). 

Sit mtm : <i+'<»»+ri^'+ir3'^»'+i£^'>»'+l£ji»'+-)"= ■+" 

V 

erit 




^A;»+ :^A«» + ~rA^^ +t4^^«* +rr^^«^+-) =(i+t;) «— I 



1.2 

I 



1.2.3 



I.2..4 
^3 



I.2..5 
.^4 



ja ./t^ tA^ J9'j ^ 

et ^A«(I + -A« +— A«« + — A«3 + _^4+...) =„((1+1,)- -x) 

1-1 l-i 2-i. I-i 2-i o-i T ' 2 i d ' A * 

as t;— fL^H H. !Lt;3— 2. S .-— lt;'»+il£..ljL.llE.'lIIt;5— . ... 

1.2 i.2 3 1.2 3 4^ !•« 3 4 5 

Sed nL» « a = log. i +t; (byp.) . 

A A^ A^ A^ A5 

Ergo ^iog. x+K^+i:^^«+i:^3^*.+i:^4^'+f:i:5A,4+— A;,5+. . . ., 



i-5£ 



ftz 



V 



«.V 






i.a 



Z^j^a I » 2 ..!* Z Z ^' Z 



Az 



1.2 



1.2 



1.4!. 4.'Ai 



^•'^ 



•• r ■ . * 



j t 



I , 



Cum 



• 

Com haec sequatio femper locum habeat, limites etiam membrorum ejus 
fimt inter fe aequales (§. 4.) Sed hi limites funt ^log.i + i;, & 

Er^o -<flog.i+w = f — i«» + ^i''— Jf *+!<''— 

Hinc y^log.i— t; =;~(t;+ii;«+|i;3 + |t;4+|t;5+ ) 

Unde -^log.r^i-w^— (1;» + »t;4 + |i;6 + ^t;».+ ..,..) 

Non pertinet ad fcopnm praefentein, varias evolvere formulas variaque 
artificia, quibus (quamvis diu poft inventos & computatos logarithmos) cal«* 
culi logarithmorum compendia fuere fufominiilrata. Coi^ulantur hac de re 
fcriptores , qui artificia ilia e^ponere 'fategerunt , quos inter fagaciiTunus Ber- 
TR AND in opere fuo infcripto : Dmlapment nouveau de la partie elementaire des Mh 
thematiques» 

§• 62. Formulam ^log. i + » = t; — f t;* + |t;3 — |t;^ + |t;5 ^ ^ , . ^ ^ 
confequi potuiflemus per prima calculi differentialis principia , ut fequitur. 

Quoniam log.t^^z; & ^ ^A.a^) ^f-^AM^] &.i:j2if ^ixL 

05 a.log.;s d.fl(* A cfi 

Sit itaque y = log.i+v. 

Erit «J? = :!. JL; & quoniam y=o; quando v*=o, fit (§. a?.) 

y = -i-C^^i^^^ + i"'""!^* +!"*-" • • • •)> ^^°^ ^^^ ^ttk obtineri 

* A ' 

convertendo ~- in feriem, & integrando. 

i+t; 

Nempe: ^ = ~(i — t; + t;* — t;5 + t;* — t;5 + . . . .) 
CLv A 

feu -^log.i+c; = (y^^v^ + |i;3— |t;^ + |t;5_|t;6 + , , . .). 

Coroltarium* Quantitate v manente eadem , produftum ^log. i + «^ ejuff- 
dem etiam magnitudinis nwnet. Proinde in diverfis fyfl:ematibus , logarithmi 

unius 
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uMus ejusdenujue Quffleri funt in ratione - inverlk inoduloriim horum fyfl;e« 
matum. 

Eft etiam Jlog.TLtH - i;+|«'«+i»* + 7<'*+ 



Sit m = «»«: unde »«5!!=i; & ^og.y^+^^-^og.-». 

I— p «a«+l 1—«' 

» 

Sit 6 bafis fyftematis logaritlitnici; unde log. a s= log. i ss i ; 

A*+i ^VW+r>' ^'W+i>' ^^W+i^ ^ 
Obfervaiio. Modulus cujusvis fyftematis eft logarithmus naturalis bafeoft 

hujus fyftematis. Etenim quoniam modulus logarithmorum naturalium feu 

hyperbolicorum eft unitas » erit ^logi b :« log. hy^. 9« Sed log. b^ i; ergo 

.rfolog.hyp.fr. 

Ex. gr. Bafis logahthmorum irulgarium ftru Brlggian(»rum eft lOv Loga* 

rithmus hyperbolicus ipfius lo eft a, 302 585^ J^. Hihc modulus logarithmo^ 

rum vulgarium^eft 2,302 585 jj[* Prohide fi logarithmi hyperboUci per himc 
numerum dividantur, oriuntur logarithmi vulgares; & viciffim, fi logarithmi 
vulgares per euhdem numerum multaplicentur , oriuntur logarithmi hyperbb- 
hd. Cum autem logartthmorum hyperbolicorum ufus fit quam frequentifiimus ; 
optandum (ane foret, ut tabulae hpruqoi logarithniorum in promtu eflent non 
mlnus extenfse] quam tabulae ^vulg^es. 



^ 



§. 63. Poftquam logaritiimorum theoriam ex contemplatione proj 
num geomeCricarum primariisque.eanmdemiproprietatibus deduxi» . atque ita 
ad calculum elementarem revocavi : non inutiie cenfeo in gratiam dronum 
idem fiibjeftum paulo*aliter traftare; ftriftun ea exponendo, quae in c^uicuio 
Expojltum' itemmiaire 6cc. de curta logarithmica fufms tm)lidL 

» 



• » • 



9« 

bejmiih. Ctiri/a togarUhmied feu logiftBca Jea eft, io qua< abfciffis in |Jrof 
greffione arithmetica fumptis, reft» axi ordinatim applicatae geometripam fet 

quuntur progreffionem.. . • ■ . _ ^ . 

Corollarium. Ex definitione immediate fequitur : partem axis abfciflarum, inter 
duas reftasaxi ofdiBatimapplicatasconjpr?henfam, menfuram effe rationis harum 
ordinatarum ; ita ut, differentia abfciffarum mahehte eadem, ratio ordinatarum pa- 
ritercadenf fl«; 6c vicilfim, rafei^n^ or^i^atarUih manentje ^saem ^ differenJja abf- 
•fciffarum pariter eadem maneat. Si vero pars* axis' inter duas ordmatas fit dupla, 

tripla, quadrupla, ^uintuplal - -.- n»P»»; etia^m ratio duarum oirdmatarum eft 
duplicata, triplicata„quadrup^cat?t,.quhitviplic^ta, - - - npiicat». 

Quibus pofitis./wt.duse ordinatae,. quarum ratio daturj & per punfta ex-« 

trema harum ordmatafum ducatuR.fe^,Jq"* «-^VPCfJ^"'*^/*" ^«* ^«<^^°^- 
Dico: fubfecantem effe etiam dataeip?gait3jidi«is, . 

flg.x6. Smt nimirum JUI^, M'P' du» reiftae axi ordinatim applicatae. Ducatur 

mi\ qu» axi iJccurrat Sn^S. Sil; rat;io ^P : M\P\ aequ.alis aUcui jationi datae; 
dico, lineam P5etiam effe magnitudine datam. , . ,, 

.. ..: Ducatur7W:i» a4 par^lela,. quae, ordinatse MP m.m ^''^"'•f .**^- . . . '; ' " * 
Quoniam ratio MP: JH>' datW; ' ratio MP : MP^MP feu JUP : Mm paw 
riter datur. Sed AfP: Mm'= PS : Mm; ergo & ratio P5 : M'm datur." Sed 
|;rop.ter fationetn Ltiki MP : JH'i*, PP' feu, JH'i»i datur magmtudine; .«rgp 
'ctiain PS dkt?iir' magnitudme. ' ■' " • -•.::/ -r • 

'' 'Atqui <§. ifo.b fubtarigers cujusv^^^ curv» eft limes . fubfecantis j crgo 
etiam, fi a quocunque punfto logarithriiicae ducatur tangens, qu3e axi- occui- 
wt,Tubtangehs eft datae m*agnitudmis. Qu» propofitio (fi opus foret) uum^ 
diate etiam poffet demonftrari, evmcendcf(pe¥ abfurdum)/iinpoff)hiUtatero. iu* 
•fcqaaUtati^fulitahgantium di»rtrfis log^tliim<^:PWi^ fefp9»i;identiura. 
^- Sli:^ide6'kP=='y, ^P^»^ &fit »fubtaiigenS':«onftwis: erit; *^r!/-£* 



•/»••'•». ,• .• 4. . t J . , ^ f 



&*f = i: tJnd:efijr«i + », fit 



• • 



99 
de in diverfis curvis- logarithmkis logarithmi ejusdem rationis funt 
itt ratione fubtangentium harum curvarum; & fubtangentes myerfe funt ut 
nnoduli fyftemaitum logarithmicorum hisce t:urvjs refpondentium. . 

§. 64. Ex «(juatione differentiaii curvae Idganlthmic» f^y— ; fen 
^zs L fequitur • . 



JC» 



d3tf ^ y 
d*5 Jf ~ «5 



' > • « * 



. ' . • • • f - I 

• - - 4 • • ... 






Fiat X =^ X + Ax 
& proindc: y ^ y + Ay 

Erit y+Ay = y+ — / + — --| + _i+ 2^ +..•. (§.32. 

^ ^ . i dx 1.2 dv* 1.2-3 d»^ i.2...4dAr^ ^'^ ^ 

Atqui quoniam y=e''; ^ tM-^if^^^*'^i!ri(.'^r, 



) 



A* I A** 1 Ajf3 i ^4 j Aafff 






•■!«"■•••• 



iJniverfim igitmr 



V t- B..i..+.-Ai)^,w,w+^,.2|+-i-.^ (tit 

I i t J.2 »■*- iia.3 »* 1.2...4 tj z.2.;.5 t^ ...], 

..Brius §. 55«) 

' -"'• . Na §.65. 



lOO 

§. 65* Quemadmodttm cnrva I<^ritlimica ^pta fuit: ad th^oriam Iogarith« 
morum iUuftrandam ; ita & alue fingi poiTunt curvas , quae. eidem fcopo refpofi^k 
derent. Celebris ob infignes fuas proprietates apud Geometras eft curva J^rom 
Uf. logarithmtca difta. la hac curva angulus inter duos radios veftores compre^ 
henfus eft menfura rationis horum radiorum; unde fequitur, data duorum ra^ 
diorum ratione, fpecie etiam dari triangulum his radiis veAoribus & chorda 
ipforum extrema jungente comprehenfum. Proinde data ratione duorum ra^ 
diorum; fecans fpiralis logarithmicae » per punfta extrema horum radiorum dufta« 
inclinatur fub angulo dato alterutri horum radiorum; unde concluditur (pet 
§. 4.) angulum , quem tangens fpiralis logarithmicae facit cum radio ad pun^ 
ftum contaftus duAo , conftantem efle in eadem fpir^li logarithmica. Et diver« 
fitas hujus anguli determinat fyftema Ipgarithmicum Ipirali huic refpondens« 
jn Jiyperbola conica ad afymptotos relata , fpatia hyperbolica inter duas ordn 
natas comprehenfa crefcunt etiam ut logarithmi rationum abfciffiurum. (Vide 

§. 66. Ex praecedentibus determinantur rationes difierentiales quarum« 

Ubet quantitatum exponentialium, quod nonnuUis exemplis ofiendam. * 

» ^ 

x^ Sit P^ x^^; erit 

4? «» f»(#wf»-i+;c«) 
Ax 

2-4-' s= f»(fif...«»-3*w^4+4iii.Mf»i.jWP«-3+6«i.«irix»^ 
dx^ 






Wl 



3*. Sit -P«log.«*j 
^ s wlog.«»-iJf.i 

^Sf s «.••-I log. ««* . — .— i»log.«-»jr . JL 



diP 
dx* 



as flMi*«x.M-2.1og.o>-3jr . ^ — 3m.M-x log.«^Jf . ^ + ai»».log.»-»jr 



Jf5 

dcc. 



I 



&c. 



§. 67. Suppofita formula difierentiali 



d log.Jir 



_, . J-: ex illa 

OK X 

fent aliae formulae ^differeidiales qoaBtitatum non exponeiitialiuni. 

Exmpla, 
x". Sit P « *3f 

\og.P « logjf + log,f 



*'s-- 



df 

djf * ^ 

9*. Sit P Bs xyw . t . • 

log. jP ss log.jp + log.y ■ + Iog.« + Iflig.» 
dP I 1 



4. dy 1 . 



d» 1 , d» I 



Clx z 



'^- ^^ "^' ^ •**''*" ^*^"** 



dP 

dJT 

. 9 

\og,P « log.jr 



dx V 
dv 



d» 



*!f»- 



dp 

dr 



1 



l<«.y 

d*'y 
^dy jL^y^fe 

^ 3iy yy ' 
N3 



pofi 



4^Stt 



0^ 



X03 



4"*. Sit P ss Ca+x)»^ 

^g.P- = i»log.(a+Jf) . 

dPi _ r 

Si'P' '"•fl+^ 



dP 
dx 



p 

ss w. ss i»r<i4-;f)«»-l, 

fl-f-jf ^ 



§• 68. Ad fonnulas diiferentiales , capite hoc traditas, reducuntur plu- 
rimae aliae formulae diiferentiales j ^uae proinde integrabiles cenfentur, tabulis 
logaritlimiciff in promtu liabitis ; quod paucis exemplis oftendam. 

Sit %^rOcx-aay, a&txx-aa^iz-xy; hinc ;.=*^; z-x:^?^: 

zz ■ zz 



dx 



^=4r?^Vhinc ^-i!^B^*^lz.laal4.'^' 
unde y » i««-|aalog.«-4 — + C 



« • 



i (*+ n**-«»))* - 2«»log.(*+ rx*-aa) - 1 



+C 



(x+y^xx-aa))* 

- |(x+?^(**-<w))'-|aalog.(;c+?^*x-aa)-|(*-?^jfX-aa)*+C ' 
= i*r(jc*-aa) -|aalog.(*+r(*Jf-aa))+ Pl . *. 

Si exponens integralis evanefcat fafto xsa, erit C=+|aalog.a 



Sc y m fjfT^^^XJf-aa));— |aalog. 



x+TCxx-aa") 



a 
a 



% 



a* 4jf9r(jfJf-aa) -- |aalog.-----srr-— ^. 



Sit g « r(*JC+M); 

' II 

fit eodem modo; y « |;fr(jf;f+ai) — iafllog^ ^.^^^ a > 

Ad has formulas reducuntur aliae plurimK, ^ales.fimt. • . 
^ x=, x^^y^ipcx+aa)^ qUibus m eft numerus inte^er. : 

Formute autem $. = jt2»+i>C(x;^+ai) integratio obtineri , poteft imme*^ 

ax ...... t . ' 

diate; neque pendet a logarithmis. 

' ' ' §. 69. 



tfik 



I0| 

4 

§. 69. Formulae. differentiales logarithmicae poffunt etijim' quantitatum in 
feries converfionem reddere faciliorem. , 

ExempUh Ponamus legem,' quam cofifficientes poteftatum' binpmii fequun* 
tor, nobis effe adhuc; ignotam ; 6c fit 

(i+*)n> « i + -^*+5jf«+C>f3 + Z?Jic*+£x5+F;c« + G;c7 + . ... 
Sumendis logarithmis erit = " ' 

' «log.i+x « \og.ii+Jx+Sx'* + Cx^J^Dx*-\-Ex!f+Fx^ + Gx^-{- . . . ; ' 
Sumendis exponentibus differentialibus erit i ■ . ? 

I A + 2BX + iCxt j^. /^xs + ^Ea^ + 6Fx7 + ^Ox6 + . . . . - 

^^i+xT' i+Ax+Bx^+Cx^+Dx^ +ExS +Fx^ +Gx7 + . .. . 

ct mCi+Am+Bi9^+ Cx^+ Dx^+ ExS+ Fx(>+ Gx7 + . p . .) 
c=(i+a?) (. .'a +2Bx+3Cx^+hDx^+sEx4 + 6Fx5 + jGx6 + ..••) 

tJnde a^uando co6'fficiente5 poteftatum fimili^ j^^. hiethodum reverfionis 
ferierumfk - . 



A = w 


unde 


.1 


aB+A =s mA 




^ __ w #»-I 


SC+iB « mB 




C s« — " — — • 

I 3 


4D+3C = mC 




il = — •• . 

1 4 


5E+4D as mD 




I 5 


6F+SE « f»S 




m w-5 


^6+'6F « mF 




_ m «t-6 

: 1' 7 



» » 



', ^ . . « -• . (conformitir §. ^./«fr-orfl) 

40. Ebdem modo fit (i+^ +3x* +Cx^ +Dx* +ExS + )■ 

. ^1+J'x+B'9t*+C'x3+D'x*+E'xs + 



Erit 
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/ 







r 



Erit «log.(i+^* +5jr* +C)f' +DJf* +JE»« +. . . 
= log.(i+><'x+5V*+C'*3 +D** +jE'jf5 +. . . 



fttqtte m x 



I + ^* + i?Jf* + Cjf» + Dx^ +. . . 

« ^ +ag'jg+3C**4-4P'*HSgJfH. . . 
X + ^* + 5'*»+ C*3 + Z;';»4+. . . 

Unde co^fficientes Ay B\ C, D\ £'.... facilius quam allis methodis deter 

. . • ' 

minari poflunt ' 

3*. Sit «« « i+i#x+ 5*»+ Cx*+ Dx*+ £»5+. , . 
jflog.a s= log. I +.<«« + fljf«+ C«»+ I?jp*+ £** + . . . 
log „ „ ^ + 25* + 3C«« + 4Djp3 + 5«**+ 



• • 



Unde jt «a log. a 

2 
"C a itef 

3 

4 

5 



i + Ax + 5**+ C*3 4. Djc4+ £»« + . . . 
log.a (i+^ + Bx*+ Cx»+ Dx*+ Ex^+. . . 
= j1 +iBx +3Cjf»+4Djf3+s£»*+ 

feu ^ ss log.a 

I 



'. . • 



) 






log.^tf 



£ 



i.a.3 

. I 
i.a...4 

' 1 

I.A...^ 



log,*a 
log.*# 



JC* . . - xs 



•«« i+Jflog.a+^log.»a+.JL_iog.3«+«fl.l(a.«a+~— log.»a +. 

1,2 ° i.a..3 "• i.a.4 I.2..S 

(ut priua §. 55.) ' 

49. Sit log.i+x ^ Jx + Bx* + C«9 + Dx^ + £jf5 + . . 

s -«* + aBx + sCjc» + 4Dx3 + ^Ex* + . 



• • 



erit 



i+* 

I 



• • • 



-^ *'-Hh*'''^e+' 



• '"-jS+^v^S 



+ . 



. . . 



Unde 



Unde .-^'« + t ' .. ' ; 5 . • •' 

2?^ i 

jg a- J^ I 

-Et teg.i+x«x-|x*+i^'»-K + i-^-"- («t Prius .§ 61.) • 

§,. 70. Dixi (§. T8i), problema inveEfum tangentimn ad fonnulas diffe- 

f entiales logafithmicas fepe etiam in cafib^is fimpUciffimis redupi. 

Exempia. !<>. Quaeratur curva, cujus fubtangens datam habet ad abfcif- 

&m ratlonem. 

Erit ideo' «^ « «*• 

dy 

f dy I _ I __ I L 

di; y wdw X 
- hihc log.| « Mog.i + C 

wiog.y i= log.x + C ' -' 

«m *" c*; quae eft aequafeio ad parabolam, fi «. fit quantitag 

«ofitiva ab unitate diverfaj adlineam r^m, &m=i; & ad hyperbolas, fi 
m fuerit negativa, feu fi fubtangens & abfci|& ad diverfes ordiwtae partejJ 



* < % > « * 



fitae fint, 

a« Quaeritur curva , cujua fubtangens eft conftans. 
Eritideo y| = ^; ^l - ^ log. y - f , quae eft «quatio ad logarith- 

micam. * •..>.. 

' 3«. Quaeritur curva, cujus tangens d^tur magnitudine. 

djj»\ . d*» ' «.d**_«-^ 

Sitideo yr(i+^)^^" "'^F."'i' 'dJ^ ^ 1 " 

' . ' s ■ _ 1 . • 



yy 



■■ — %.* 



> j. *in*'l_iLll^irC«- w).' qu» eft *quatio ad curvam trw 
*r<.F+'%W^. .: ;;.^ , - ^ .^i*»4iftam. 



xo6 

§.71. Prlusquam huic capiti ccnrouidem imponam; paudffimll! attiogtm 
qudeflionem inter mathematicos nimium celebrem, de natura bgarithmorum 
quantitatum negativarum: quae quaeftio nequidem mota faiffet^ fialgebrift» 
a legitima quantitatum homogenearum definitione Euclidea non receffiffent. 
Scilicet : rationem inter fe magnitudines habere dicuntur , quce ,ntultipUtat0, fe invieem 
fuperare poffunt. Jam vero quantitas '(ita difta) negativa, quotiescunque rilulti*- 
picetur (hoc eft jiixta geniiinalri multiplicationis notionem, quqtiescunque fibi 
ipfi addatur, feu repetatur), nunqu&m fuperabit quantitatem pofitivanL ErgQ 
hulla datur ratio inter quantitates (fic diftas ) pofitivas & negativas. 

Nodus autem folutionis hic eft:. Algebriftae ad quantitates ipfas transtu^ 
lerunt , quK ad figna tantum pertinebant : omnes quantitates in fe fpe6lat3e 
funt pofitivae , fed tantum aliae aliis funt oppofjtae : hanc oppofitionem per figna 
4., --, defignatam non licebat ad quantitates ipfas transferrfe, & quaffi duos 
ordines quantitatum hoc refpeftu conftituere, Quaeftionem hanc lucide admo- 
dum enodavit , & ad genuina principia revocavit illuftris KssTNfiRirs (JLeipziger 

Magazin fur die reine und angewandte JUathematlkj 1786. ^tes Stilck): qui (^iSpntx^L 

opinionem tum Joh. Bernoulli , tum & D. d'Ale}vibejit).L^ibnitzh & Eu- 
XERi fententis^ affentitur ; nenipe , logarithmos quantitatum (ita diftarum) ne- 
gativarum effe imaginarios ; feu , nullam effe rationem inter negativas ( quas 
Vocant) quantitates & pofitivas. Quod attinet a^ cqmputum horiun Ipgarith- 
morum imaginariorum , vid, Euler Memoires de Berlin 1749. 



• • » 



Caput Seftimum. 
Be funSiimlbus trigommetricis arcuum circularium, 

I 

A nalogia, quae inter quantitates exponentiaies o^, & funfti^nes trigonome^ 
tricas arcuum circularium, quales funt finus, cofinus^ tangentes &c. interce« 
dit , jam dudum fuit a mathematicis obfervata. Fundamenta autem analogiae 
hujus methodo fatis elementari ^ lucida (quod fciam) expofita non fuerunt; 
qua id me prseftitifre arbitror, finus & cofiniuis. cujusviis arcuscircularis ex- - 

'■* preffio- 
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preffionem per hunc arcum iisdem ommno veftigu*mdagando, quibus in prae- 
cedente capite iufiftebain« 

Cum &XLZ ejusmodi fit ipfius « ftmftio, qu» evanefcit pofito « = o; 6^ 
ratio aequalitatis limes fit rationis decrefbentis» qii%[ arcum ioter & finum ejus 
intercedit: finus cujusvis arcus z efl: fiin6tio ipfius «, talis - «r * • 
fin.« «,«— -A» + 5;s3 +Cz^ + Dz^+Ez^+ • . • . 

Et qupniam cof.2? efl: funftio ipfius z talis,..ut fiat i , quafldo z « o; mi- 
nor autem fit unitate, quando z crefcit ab z^ro inde ^sque^iMi quadjrantem; 
erit cof.« funftio ipfius z talis - - - - * , 

cofa == i—jiz+£'z^+Cz^ + D'z^ + E'zS+ • • . • 

§. 73. Sit itaque 

fio« z 8 z~ ^a + Bz^ + C&4 + JDz^ + £a6 4. . . . ^ 

crit fin.ax « az— a*-4x» + a^Bx^ 4- a^Ot^ 4. a5Dx5 4. a^jEz^ 4. ^ . . . 

fiD.3x'=: 3z — sMx» + 33Bz3 + 34Cx4 + 35l)i5 + 36£:x6 + . • . . 

fiD,4Z =s 4X— ^a-iiz» + 43JBz3 + 44Ct4 + 45l>z5 + 46£z6 + . . . ^ 



Sumtis differentiis priihis erit (§. t.Jnfrod.) 
flfiD.lxcof.3x=z -(a» . i)yfza+(a3 .. i)Bz3+(a4 . i)Cz44.(a5 - i)Dz5+(26 - i)Et6+.,, 
afin4xcof.|z=z-(3»-a»)-4xa+(33-aa)BxS4.(34.a4)Ci4+(3y-25)I)z5+(36-26)£x64..,. 

afin.iicof.|z=r.(4»-38)^z»+(43.33)Bx3+(44.34)Cx4+(45-35)Dz$+(46.36)£x6^... 



■Jam vero in his deiquationibus p^imus termtnus ommnm niembrorum prio- 
fum, fi juxta fuppofitionem §.72. in feries explicentur, eft iz; pariter atqoe 
primus terminus omnium memtoorum pofteriorum, qui igitur per fe congruunt, 

Sumtis difTerentils fecundis erit (§. t. fntrod.) 
— 3»fin.=»|2fin.2« = — A"(3^..i«>to»^4''(3?.;>.if>fl;55+A'(3'»,,.i>»j!C«'»+ ... 
— a»fin.>««fin.3« «=. — ii''(4*-"3'>^"+A"(4*.v2?)5«3+A'C4*...aOC«*+ . . . 
--;i«fm.»i*fin.4a = '-^'C5*'"i^)4**+^Xs^:.i^)Bz^-\:^X5*"'3^^Csi* + ^' . 

. . . i a Atqul 
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Atqui priimis termintiif omnitim m€mbforum'prioram, fi juxta'^, 72. in 
feries explicentur, continet tertiam poteilatem z^ arcus mutabiiis z; ita ut 
membra haec evoluta fecuiidatn arcus hujuspbteftatem a* non contineant: 
proinde pofteriora etiam ^quMiohum harum niembra pbteftatem z^ non conti-» 

nebunt, Sed in pofterioribus- membris coefficiens poteftatis . fecundae z^ efi 

§ 

t^n^A ^ 1,2^: proinde i.i^=o, &c A ^ 6. 

m 

Eodem modo demonftratur in ferie Cm:z^z^Jz^+Bz^^-Cz^+Dz^+]... 
onines deefle ardus B^utabilisr poteftates expon^ntis paris. Scilicet: fumtis 
differentiis ordinis 2w, quae funt + 2^rm.^^^{in.pz (§• *. A/roi,) > primus ter- 
minus omnium membrorum {)riorum continet poteftatem »«"»+i; ita utin his 
membris defit poteftas par .z^^. 

At vero primi terfnini omnium m^mbrorum' poft^riorum continent hanc 
poteftatem parem, affeftam coefficiente, cujus^ unus faftor eft conftans 
^zidnvn e i; a. 3. . . 2WI (§. qJntrod*^. Quare cum potentia haec exponentis paris 
ex fecundis etiam membris debeat exulare , aiter co^fficientis illius faftor eva-* 
nefcat oportet ; & proinde feries, qua finus per arcum exprimitur, hujus eft 
formae im.z = z — Az^ + Bi^^-^Cz^+Dz^^-k- .... 

Sumtis diiferentiis tertiis erit .(§. ) . 

fl3fm.H2cof-f« = aV-i^M»' —^"(^f-i^)-»*' — A"(4'...iO<^«' — 
a3fm.42cof.|a = A*(63...33)^3.^A'*(65,..305«5-.a"(67...30P»' — 



• • • • 



• • • • 



• ... 



t Quoniam primus terminus onmuum membrorum priprumvjuxta §.72. m 
feries evolutorum eft iz^y erit etiam primus terminus omnium membrorum 
pofteriorum i»'. Sed ( $. 3. /»*rD{f.) A"»' = i. a. 3; ergo i = x. 2.3^, & 

,1-2.3 
• • • 'Sumtis difil^rentiis qulurtis ac.deincepg quintis 6rit- 

•a5fm.H»cof.|s5:c.= A*(65'...i5)535+A'(6r...i7)^;g7+Ay(^9,..i9)Oa.» + . . . ; 
a5fm.5|«cof.ta « A'(75...a«)5«5+A^(77...27)Ca7+A'(5»...a')D«''+ . . . . 
a5fm.5iacory« c= A'(95...35j5a5+AV(gr -^r^Qjr+A^^g';..^')!?*' + . ; . . 

Primus 
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Primus terminus omnium membrorum prioram eft iz^ (§• 72,); ergo & 
primus terminus omnium membrorum pofteriorum eft iz^. Sed A^ «^ ss i. ^^ . , , 5 
{^.qjntrody, ergo 1.2 .•. 5^= i , & 5 = •-- 

Sumtis differentiis fextis & deinceps feptimis erit 

^3?fm.7iscof4»=A'"(8^..i')Cs'.+A™(8'...i')Z?a!9+A^'(8"...i")Es"+... 
— a7fm.nscor.'/a=A"'(97...20C«'+A^"(95,..25)D«9+A'"(9"...2")£3"+... 

— 27fin.H2Cof.^«=^"'C»o^-3^jCa7+A'"(io«'..3')Z)a9+A'"(io"..3")£a"+... 

Primus terminus omnium priorum membrorum evolutorum eft — iz^; 

< 

ergo & primus terminus omnium menjbroram pofteriorum eft — iz^. Sed hic 
primus terminus eft ^y^n^Cz^ = i.2,..7Cs^; proinde — i « i. 2...7C, 

I,2...7 

■ * 
Eodem modo fumtis difiercntiis oftavis, & deinceps nonis, erit 

iz^^Ca^T^n^Dz^ « i.z...gDz^; unde Z? = 



1*2.. .9 



pariter P =?—• 

^ - 1.2... II 



F ss — l — ; &generatim 
1.2...13 



T .« I 



fi^^z^z l^z^+-^z^--L^zr + .^i-z^-—^zf^+ 

i»a.3 i*2...5 1.2...7 1.2...9 1.2...11 

§. 74. Inveftigatio cofinus eodeifi modo peragitur. 

Sit nempe col.z es i — ^z 4. Bz^ + Cz3 4. Dz4 + EzS + . . . . 

hinc coCaz « i ^oAz + a^Bz^ + ^iCz^ + a^Dz^ + ^^EzS 4- . . ♦ . 

cof.3Z « I — 3^x 4- 3'Bza 4- 33Cz3 4. 34Dz4 4- ^sEzS 4. . . . . 

cof.4Z «» I — 4>lz + ^aBz^ + 43Cz3 4. 44JDx4 + /^sEzS + r . . . 



Hinc fumtis differentiis primis ^rit 

tfiiL|zfin.la = -4z — (aa.i)Bz^ — (23-i)Cz3 — (a4.i)Dz4— (a5-i)jE:z5 . .' 

afin.|zfin.|z « -4z— .(3a.2a)Bza— (33.23)Cz3-r(3'»-24)Dz4-.(35.25)JE:z5— 

2fin.-Ufin.2z = ^z — (4^-3a)Bz^— (43-3S)Cz3 — (44.34)Dz4— (45.35)£:z2r— .... 

O 3 Quo- 
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Quoniam autera (§. 72.) primus terminus omnium priorum membrorum 
non continet primam poteflatem z arcus mutabilis z, prima haec poteftas deerit 
etiam in pofterioribus membris ; unde erit ^ = o. 

Eodem autem modo> quo prius pro finu faftum fuit, demonftratur omnes 
poteftates impares quantitatis mutabilis z evanefcere. Scilicet difterentiae or« 
dinis imparis aw+i membrorum priorum funt 2^^+^ rin.^^+ilzCin.pz; &pro- 
inde primi termini horum membrorum evolutormn continent poteftatem parem 
;5*«n+^ arcus mutabilis z: membra ergo priora harum aequationum non conti- 
.nent poteftatem imparem z^^+^ arcus z ; udde & membris pofterioribus pote- 
iftates hae impares debent exulare. Sed primi termini horum membrorum funt 
AaM+i»am+i jjf^jm+i^ feu i . a • . • 2w + 1 JWi2«n+i j proinde o=i.2...2wi+iilf> 

& Jlf = o. Cofinus itaque per arcum exprimitur ferie hujus formae, quae pares 
tantum poteftates ipfius z continet 

cof.« = i — -rf;5* + Bz^ + Cz^ + Dz^ + £«" + 

Sumtis difTerentiis fecundis erit 
a«fm.«i»cof.aa = a"(3»...i»M«' — A'(3^..i*)i?*4 — A'(3«...i6)Ca«— . . . 
a«nn.«|-«cof.3« = a"(4*.,.2»)/«6» — ^'U* ...2^)Bz* — A V-2*^)C«'» — . . . 
a«fm.«i«cof.4* = A"(s».,.3a)^a» — a\5*.,.s*)Bz* — ^X5^...3^)Cz'^^ . . . 



■ 

Et quoniam primus terminus onmium priorum membrorum evolutorum 
eft iz^f erit etiam primus terminus omnium pofteriorum membrorum i;^*. 
SedAV=i.2 (§.?./»/ro/f.); ergo i.a^=i, &cj1^—. 

Tum fumtis difTerentiis tertiis & deinceps quartis, erit 

a*nn.4iiCof.3« = /^"C5*...i*)Bz* + A"'(s*...i*)C*6 + A"(58..,i»)D«I +. . . 
a*nn.H«cof.4a = A"(6*...a't)5«'» + A"'(6«...»6)Ca« + a'''(6«...2»)Z?«« + . . . 
2^Cm.Hzcoi.sz = A'^(74...3*)5a^ + A'^(7«...3*)C«6 + A*'(7«...38)D«8+ . . . 



Unde erit iz^^&'^n*Bz* = i.a...4B«*; & 5= .-i — 

1.2... 4 

Tum 



I ■ • ' — 



« 

Tum fumtis differentiis quintis & deiiiceps fextis , erit 
■ft6fm.H«cof4« = A"(7^..i *)C26 + A"(78...i»)Z?«« + A"(7 '*...! '•)^Js"+.» 
-26fiaH«cof.5« = A"'(8*...a'*)C86 + A"(8»,..a«)I?«8 + A"(8'°...a'<')^«'°+... 
■a«fin.H«cof.6« = A"(9^..36)C«« + A''(98...38)Da» + ^"(9» 0...31 o)]f,i 0+^^^ 



Uttde erit r- i«* = Avn^Ca!* * i. 2 . . . 6C«* : C « — —1-. 

1.2... 6 

Sumtis difierentiis feptimis & deincepsoAavi^» eritparitec u8=^riiit|827;(8^ 
& i> = —1-. 

- > • * 

Sumtis differentiis nonis & deinceps decinaiSi erit — i;^'^ = ^^n^^Ez^^i 
& .E = Unde tandem 

i.a I.a...4 I.2...0 I.2...8 I.2...I0 

5. 75. Corqtlatium. Tang.^= ^-^3 1-3..5 i>a.7 i>2>>9 

1- -i-^^+_L.;s4 L^6^_i ^8_^,^^ 

i.a 1.2.4 I-2..6 1.2..8 

Ad fcopum praefentem non pertinet expreffionem hanc fraftam in feriem con- 

vertere. 
» Obfervare fufficiat, tang.» exprimi etiam per arcum z ferie hujus formae 

tsing.z^ z+^z^ +Bz^ +Cz'' +Dz^ + ^ . . ., in qua^=^; JB^rj ^ • • • 

5. 76. Quoniam rin.z-z I_»3+_L.2;5__l_a;7^.^JL^9^ . ^ ^ ^ 

^ 1.2.3 1.2..5 1.2..7 1.2..9 

eft ^42^=i-^2jH-JL>«^ L^:,6+_L-«i-,. - 

dz i.;i 1.2..4 I.2..6" I.2..8 

«s cof.a? (conformiter §. 49.) 

et quoniam cof.:^ =1 'Z^+ «"*— 7^^+ -^^ — . . • • 

^ 1.2 1.2..4 1.2..6 1.2..8 

eft l£2!^ = - « +-^3 L_,5+_J_,7 _...,, 

az 1.2.3 1.2..5 • 1.2..7 

= — . fm. « (conformiter §. 49.) 

Et 



11« 

f i flg.g ' - d coC% 



£ea 



cof.^g + fin.^J3P _dtang.«. 



cof.^« dz 

d» cof.*;s 

feu — - ss fec.*«; et ~ = -i — -, qQod geometrice etitm lic demonfiratnr^ 

Hg. 17. Sit C centrum & C^ radius circuli , cujus arcus mutabilis fit AXX\ Sit 

ab A du6la tangens hujus arcus; & ducantur CX^ CX\ quds tangenti occur- 
rant in 2* & 7*': tum centro C & radio CT defcribatur arcus 2y, occurrens 
ipfi CX' in y. 
Erit lim.rr' : ry = i : fm.r' « i ifm.Cr^ ^ CT : C^ 

Ty : Xlt ^ Cr : C^f 

ergo lim.rr' : XX" « CT^- C^* (§. 14.) 

Sed eft Um,rr : XX'^ ^; ergo ^ =; ^^ et 4-' - ^-^. 

df dJ rr ' dt rr + tt 

§. 77. Quoniam finus & cofinus funftiones funt arcus , expreffiones eo* 
rum potuiflent per theorema Taylorianum obtineri modo fequenti : 

I d« 1.2 d:^* 1.2.3 d;^ i.a..4 dz^ 
Atqui eil (§. 76. ) 1:^ « + cof.», et l^ = - frn.» 

unde eft 41!1M « - fin.« 

d'fin.« _ -«f, 

i;!l£f « + fm.« 
da-» 



di5 

• I 

i t 



hin# 
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t 

fin.(«+A)g-fin.(g-Ag) ^ A».of.a~^cof,2+^'cof.»-^cof.«+- 
a I i^-S ^••S ^**? 

feu fm.» cof. A» = fm.a — ^fm.» + ^fm.» — -^fin.» + . . . 

1.2 I..4 *••" 

cof.afm.A» « ^cof.«-^cof.2+^cof.»— ^coC«+.« 

I 1..3 1..5 *"7 

unde cof.Ajs =1 — -^ + — — 5 + • • • • 

1.2 1...4 i..«o 

fin.2l5 = — ' + — - — — 2+ • . . • 

I 1.2.3 i—S ^•••7 

Proinde generatim cof. a = i — + r + • • • • 

** i.a X.2...4 1.3...0 

fm.2 =. «— _ + — --- — ,— r + • • • • 

i,a.3 i.a...S i.a...7 

5. 78. Vidimus (§. 59.), quod 

^±£! « , + _*L+^ + -^+ -*i- + • . 
2 I. a 1.3...4 i.a...6'-i.a—8 

s 2 + ^ — + + ■ f • » • • 

a i.a.3 1.2...S 1.2,..^ 1.2...9 

Series hae magnam refpeftive habent affinitatem cum expreffionibus cor.a &fin.«. 
Etenim fi in priori ferie pro + a* fubftituatur — z* , feu fi loco a fublHtuatur 

«r,i; ptodit 1-11+-^- -^+,-ri - • • • • *'«»^ *^°^'*- ^^* 
* *^ 1.2 1.2...4 1.2...0 1.2...8 

eadem fubftitutione fpriori «quatioius membro applicata, infertur 

- H-*v-i+r«vri 
cof.s «ss — . 

-o Pariter 



• « 



"4 

Pariter in ferie pofteriori, loco « fubftituto figno i^K— i, prodit 

>^— 1(«— — +^-^ ^+jl ..•.)» feur-ifin.:^; undt 

1,2.3 I.2-..5 I.2...7 i.a...9 ' 

fimiliter mfertur J^— i fin. « = , feu fm. z = _ 

I fzv-i — f-av-i ^ ^^ f«v-i, — r^v-s 

Hinc tang,2 = -r: — x %^ . , ^v t » ^^^ tang.:^?^— i = -— — ; — ^i— ; und« 

** y^«.I gtv-l JL. ff-xv-l " ^z V-l -l- ^aV-i 

j +tang.»>^-i : i— tang,2?^-i = e^^i : r«v-i «= «wv-i : ij 

I— tang.«)^-i °i— tang.»?^-i 

z^ . ' liTF ' "^ ^"^'^r" ' I ^^a fonnula continetur fundamentum calcuU 
39^-1 ^ i— tang.2?^-i 

logarithmorum quantitatum (ita diftarum) tam negativarum quam imaginaria- 
rum (vid, §. 71.). 

Obferuatio. Formute exponentiales imaginariae cof.» = -L , 

^iv-i— r-«v-i _ I f2V-i„f-zv-i I 1 _ _ I + tang.2;K-i 

fin.^= -^^.^ ' tang.a^-^^ ____, 2; - -_iog. _— --^ , 

frequentiflime in calculo integrali ufurpantur, & plurimas inveftigationes mi- 
rifice juyant Speftari autem debent tanquam mera figna majoris facilitatis 
caufa a inathematicis introdufta ; atque irrita foret inveftigatio fignificationis 
fymbolorum ^^v-i , r«v-i , quibus feorfim fumtis nulla idea refpondet ; nec ope- 
rationes in ipfis inftitutje ad reale quid conducere poflunt, nifi quatenus im- 
poflibilitatis figna, qu3e involvunt, fefe mutuo deftruunt. 

§. 79. Sumto *r-i = ilog.j;±^J = ^'^'^—^^' 

quoniam eft log.?^^ = »+i«'»+i»5+|»'+i»?+ (§• 6i.) 

crit zr-i = «r-i^i-itt+if» — |«*+i«»-l ) 

quae dedu£tio exempli loco fit utilitatis harum expreffionum imaginariarum. 

Ad 
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Ad hanc expreffionem etiam condudt exponens difierentutlis ^ « -__ 

(§. 16.) 

Inde enim eft ^ = I -« + <*-«' + <«-<" + 

Porro haec expreffio immediate etiam ex primis iimitom principiis ded«- 
citur modo fequenti: ^ ^ 

Quoniam(§.ar.J»«ro«f.)fm.<p « i 221 — -2^ TV^ 

i JL 

»fm.^ a:»^ ^ aF-i "^ — ^ 

= «^icorfKp"^" fia.»(p^ 

_ iAif__yv«_j/cof.«p" fin.3«f 
i.a.3 

l/i-i)...(1.4) X-5 

T I.A...4 

iri.i)...ri-6) i.^ 



i(i-o-a-«) 



4-« 



1. 2« ••% 



cof.iKp fin.^iif 



j(L.i)...(i-io) i_„ 



^ 



^^•••lO 



P« 



s= COf. 



I , 



n6 






■ ■ i» 



O-DO-0-(4-D 

0-i)(,.i)...(6.I) 

O-DO-D-O-D 



tang,'«^ 



tang.^Mf 



0-^)0-|)-(.o-i) 



tang.^iif 



1.2. ••Xi 



tang.^^ii^ 



unde fafto iKp = ;k, feu ^ » JL:g eft 
•iin.-^;; s= cof. z » (tang. « 



.tang.^« 



('•;)(' 4) - (4-;) 

1.2. «.5 

(-.^)('-^>-('-^) 

1.2... 7 

(-D^^-.-^-C-:) 



-tang.5« 



tang.^« 



1. 2«..9 

(-D(-;)-("-i) 



tang.^« 



1.2... Il 



tang."* 



Qio 
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Quoniam aequatio haec femper locum habet, etiam limites membiorum 
ejus funt inter fe aequales ; fed crefcente n hi limites funt refpe^ve 

«. S( tang. z — itang. 3» + |tang. ^z — |tang. ^z+ ^tang. 'a — . . . , 
0rgo z ?=tang.a— itang.3a+|tang.5«— ^tang.7a+^tang.'a— » . , . 

Exempla. Sit p quadrans circumferentiae , & a = |f =» 45 ^ : erit tang.» = i ^ 
unde Ip = I — I + I — I + I — /j + . . . . ; 

Sit z = \p = 30«; < = ^; . . 

I,, I /"t — . II_LII IT-LXI_I I-L 

Obfervatto. Pofterior feries, quae priore longe promtius convergit, inpri-» 
mis fiiit computationi circumferentiae circuli applicata. Ea ufus Cl. Machinus 
-peripheriaiifi circuli diametri = i .ad centum^ usque figuras decimales compu- 
tavit; & poft illum celeb. Lagny ad ray figiJkras usque eundem calculum pro- 
duxit (adjutus tamen aliis etiam compendiis,. .quse.non fatis explijcuit. Vid. 
JUemoires de Vjicademie des iciencei de Bnrisj 171 9.). Bibliothecam Oxonienfem 
Bodleianam manufcriptum poflidere ex epiftola D. Hornsby refert ill. Kjest- 

NER {AnfangsgrUnde der Arithm.und Geometrie, s^eAuJl. 1792-); quod ad 156 us- 

que figuras decimales continuatum rationis peripheriae ad diametrum exponeii- 
tem exhibeat; & in iis^cyphra D. Lagny 8 loco 7 fubftitui debere mo- 
neat 

5. 80. Series 2? = / — 1<3^|<5 «|/7^i<9._, . . . eo citius convergit, 
ideoque ufui eo magis fit accommodata , quo minor eft /• Cum autem diver- 
gat, quando t dt unitate major: prima fpecie non videtur omnibus arcubus 
poiTe applicari; quod tamen locum habet, uti ratiocinio fequenti patebit. 

Et primum 4juidem feries ifta appjicatur dimidio circumferentias quadranti, 
feu arcui 45^; ubi /=» i (quamvis fatendum fit, eam tunc lente admodum 
convergere.) 

Quando autem arcus major eft dimidio quadrante feu 45^ ; tangens ejus 
major eft unitate; fed tangens complementi ipfius eft unitate minor, ac pro- 
inde complementum prioris arcus coniputari poteft per feriem convergentem. 

P 3 Cla- 
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Clarifs. EtJXERUS artificium tradit, quo praedifta feries fit ufui quam ma- 
xime accommodata ; & quod e re efle cenfeo hic breviter expbnere/ 

Lemnuk Efto arcus, cujus tangens fit pars quaepiam aliquota radii. Ar- 
cus hic dividi poteft in duos alios arcus/ quorum tangentes pariter erunt radii 
partes aliquotas, eaeque minores. 

V 

Sit ^ tangens alicujus ajcus, exiftente Tnumero integro pofitivo. Ar- 



cus hic dividi poteft in duos alios, quorum tangentes 



etiam erunt par- 



• • • 



tes aliquotaeradii, eaetfue minores. 

Etenim quoniam — eil tangens arcus , qui eft fumma arcuum , quorum 

^ + ^ 



tangentes funt 






erit 4 = 






unde (facili calculo) deducituc 



(<— T)(*'— r) = 7T+ 1; hinc «— r= , "tl,' . Ut / fit numerus integer, 
fiat denominator i' — Taequalis diviforibus numeratoris TT+i; erit faftum. 
ExempUu Sit T^x^ feu arcus propofitus fitdimidius quadrans. TT+isa; 

! tC^*^; *Z?'?* V Dimidius igitur quadrans dividitur in duos arcus, quo- 

tum tangentes funt f & i radii. Summa horum arcmun, ferie praecedenti 
promtius convergente computatorum» erit dimidius quadrans. 

Sitnunc r-= 2; 7T+i = 5; [rZl^h Izil Quadrans ideo dimt- 

dise circumferentiae dividitur in tres arcus, quorum duorum mutuo ' aequalium 
tangens eft |, & tertii tangens eft f . ^ 

bittandem i-3. ii+i-io, <_r=io,s, a,. i' ^=i3,8,5, 4' 
Proinde quadrans dimidiae circumferentiae dividitur v. gr. in quinque arcus, ut 
fequitur: ip « 2arc.tang.|+iarc.tang.|^+aarc.tang.|. 

Sufficiat, hujus metliodi principium breviter expofuifle. Qui plura volue- 
rit, adeat Commentarios jicad. imp. Rtrop. ad am. 1737. & BsRTRAKo Devehpmeni 
de ta partie elementaire des Mathematiques* t 

§. 81. 
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§. «!• Formute diflferentiales capite hoc traditae (§. 76.) felici fucceflu 
ad inveftlgandas proprietates linearum transcendqntium » funftiones circulares 
involventium , adiiibentur, Sufficiat, exempli loco de cycloVde dicere, cujus^ 
tam frequentes & eximiae in mathefi mixta applicationes occurrunt ^ 

Sit AB axis, & BD bafis cydoidis AMD. Sit ANB feiAi -rirculus fuper ng.i8.t 
axe AB tanquam diametro defcriptus; & rfefta MP?cxi ordinatim applicata cir- 
cumferefttiae hujus in iVoccurrat. . Eft MN^ ztc.AN. Sit AB ^ zr, APs^x^ 
MP «= yi «rit itaque y = ?^(arx — xx) + r afc.fin.v.— : unde 

- . r • 

dsf _. r-x r ' . _^ sr^x ^ y> xr'X _ ?^(ary-yjc) 

^ V{2rx-xx) y^iirx-xx) YXarx-xx) x "* x . ^ 

^ « cotJNP. Sit MT tangeos 'cj^cldi^ in iHr eft ^ = cot. TMP (§. 41) : 

quare cot.rJlfP= cot ANP; TMP^ANP; & proinde JHr eft ipfi JV^ pa- 
rallela. 

Si effet y = )^(arAr - * jt) + ^awj.fin.v.i-; effet 

r 
dy _ r-x . J? _ J2+r-jip 



.M II* 



dJf VQarx^xx) T^i^rx-xx) Vi^rx-xx)^ 

rum & protraftarum tangentes determinantur. 



: ' unde - cycloi* dum contrafta- 



CaPUT OCTAVIfM. 

De Jumma et differentia duarum quantitatum expotientialium 

Jn faSiores rejolvenda. 

§• 82. 

jvumm» & difierentise €«±ey duaruni quantitatum exponentialium £>, #y, 
in faftores refdutio tanti eft in calculis fuperioribus momenti, & adeo foecun- 
das fuppeditat applicationes, ut ei evolvendae merito mathematici ftuduerint; 
quos inter eftunet celeb. Eulerus in IntroduSHone ad Anahjfin ifffinitomm aliasque. 
Cum autem Euleriana methodus notione infiniti innixa minus mihi arrideret; 
optabam , ut refolutio haec ad genuina & elementaria limitum principia poifet 
reduci. Quod me praeftitiife opinor in diifertatione infcripta: iSitr ta Decompofi^ 

iion 



tloii de ta finme & de la difference de deux pUtJfanees h expojmi queteonques de ta bafe 
ies logarHhmes hyperboliques j dans te but d$ degager eette deeompofition de toute idie dt 
tinjini. (Memoires de fAcad. de Bertiuj 1787—1788.) Et cum diflertationis hujus 
objeftum cum calculorum fuperiorum principiis ita arfte cohaereat, ftriftim iUud 
hic exponere e re efle cenfuL 

§• 83. Per theorema Cotefianmn (§. ad Tntrod.y eft 

x(.+|)'-^.+f;(.-i)co£i,.+(r-i)* 



X (I + ^y-^i+^^ (i-4) cor.*v+(.. ^y 

^ 7vr %fir^ Tsr an ^ w^ 

,« aC(i-cof.-7r)+i^(i + cof.i7r)) 

^^ %n 4»» %n ^ 

X iC(i-cof.^7r)+~(i+cofi-'?r)) 

X af(i-cof.i.7T)+— (i + cof.-l7r)) 
^ 2» 4»» %n ^ 

X ((i.cof.5?:I^)+i^(i+cof.?^V)) 

^ :2^fli 4»» 2n ^ 

**4''fia.»i.p.fin.».i.ir.fm.».^f ...fin.«?!?^px((i+^cot*ip) 



X (i+ilcot.»^) 



XX 



X (•+^"'^'#) 



Hinc 



ZAt 



Hinc (§.ae,Inirod.-) -^ ~ '=\('+iSS*'°*'V^ 



4«» a» 

X (i+i^cot.»-S.p) 
4»» zm 



X (i+-J^cot*B!!:^p)^ 



Qaoniam autem haec aequatio femper obtinet, limites etiam membroram 
ejus funt inter fe aequales. Atqui aufto » (§. 57.) limes prioris membri eft 

■ ■; &(§.7S.)linutesfaftorum I + — cot*— p fuat refpeftive i + — 

I + —cot «i.p t + ^JL^ 

4111» 211 9/?p 

I + COt^^p I + *-^ 



4»» 211 ^5 pp 



1 + cot*^-;? 1 + - 



4»» 2» 40^/1 



• • t • 



Ergo (§. 21.) limes pofterioris membri eft 

(i + ff)(i + i^(i + ^)(i + -i^i-) : . . . 

Proinde 1±£! «.(i + i^T) (i + i^ (i + J!i.)(, + J«.^ 
§. 8+ Per theorema Cotefianum (§. ad. Mroi.') eft 

X (.+i)'.<.+iX..^;cor.l^.^- 

X (i+ 



m 



S5 ^ 

** n 



X (i+ii)*-a(i+iXi.i)cof.^^-Ki.i)* 

• • • ' 

• * • 

• • • 

X (i+i)*-5(i+l)(i^i)cof.2!!:»^+(i.f.)'\ 



X 2((t - cof. Aw+ ±l(l +C0f.ArT)') 

X a(i.cof.-iw+— f-(i+cof.-A,|-)') 
a« 4»» a» ^ 

X a(i - cof. At+ ii(i + cof.— tt)) 

3« 4»» stn •' 

• • 

• ^ • 

• • 

X a(i.cof.*^V+i^(i+cof.*i!2^)) 
2f 4«»-ifinAif nn.« ip fin.» 3p . . . fin.« !2//(i + ilcot. ^lp) 

A o fi fi f> ^ /^nn n 



XX _^ «2 



(%.ae.Introd.^ a<(i + ^cot^lf) 

(I + ^cot^^p) 
4iif> « 

Cl + ~COt.*i/?) 

4nfs «^ 



(i+±:cot»ip) 
4fifi n 

X (i+i!^cot^ii?) 
^ 4iifi n 

• • 

• • 

Xd + f^cot^^i^)) 
4»fi n -^ 



(I + ficot^— l?)\ 

4ffo fi ^ 

Cum haec aequatio femper obtineat, limites etiam membrorum ejus funt 

inter fe aequales (§. 4.). Atqui crefcente f> limes differentiae 

(« + 



I^^ 



* N» ,. X ^»* 



^^'^^^ " ^ 2i^ «ft '—^ (§. 5?.) Et liiiUtes faftorum 



«Mh 



2 

(,+if^cot.*l/>) funt refpemve (§. 75.) i + ^ 

Ann n pp 

1 + — cot.*-/ I H 

4»» ♦» 4FF 

,+ifLcot.»3j, I + i^ 
411» » gpp 

i + i^cot.»lf 1 + -^ 

4»» n lopp 



Ergo (§. 21.) limes pofterioris membri efl: 



• • • • 



i?P^ APP 9PP^ i(>PP^ 

ergo '!l=£l^=x(i + ^)(i+i:f-)(, + i^)(,+ *^)..-;.; 

2 ^ iy*^^ 4Pf^ 9«^^^ 16/?;?^ 

§. 85. Duarum formulanmi f!±fl! in faftores refolutarum opfe ali« 

etiam formulae in faftores refolvuntur, quales funt == — . 

2 

, ... Hinc -II- = .?x((..^')(.+<^)(.-^^^)- • •- 

•= ?'-*(C'+^')('+S^')(-^^>- ®'^> 

.. Hi0c^L=:r?=*J2.W(,+(^)(,+(^)(.+^')... 

Q 2 Hinc 



3^ 
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Hincetiam f^ ^ ei-CU+^yrt + S^Vj+^J^*) . . . , . 

=s ix.e^ f 1+ H1+-7 )(l + -7 ) • • • • 

V 

5. 86. Formulae f'^ + r-« & ^y ± ^y multiplicentur in fe invicem refpe- 
ftive. ' . * 

i*. (f»+r-x)(fy+/-y>.=^»+y + ^x-y+r<«~y)+H«+y); unde fafto ^ j^^ ^ ^' 
formula ey+ery^e^ + r-^ in faftores fefolvitur. ': . ' 

2^. Qe^ + r-x) (^y — £rO <= r^+y — H^+x) — ^«-y + K^-x) ; . unde formula 
#v — r^ — ^2 + r« etiam in faftores refolvitur, 

30. (fx_^x)(^y_^y) ^ ^x+y + r^(x+y) — ^x-y ^ r-(x+y); unde.formul^ 

^v+^v— e2-.^z etiam in faftores refolvitur. ^ _ 

, . . • • •' * 

Aufto faftorum numero; haec refolutio ad longe plur^s alias fc«:mulas ex- 

tendi poteft. 

» 

• • • # 

§. 87. Sit etiam formula «« — 2Cof.2f +r-» in faftores refolvenda. 
JUXJta '§,<!/. A/roA eft 

Cl+ J — 3(lH r-J (l' J C0L2® + (l— — — J 

- (i+-^)*-2Ci+-^)(i-.-^)cof.-^+(i— i^y 

X ('(l + .4-)*-2(l+-4-)(l--^C0f.^i> (1 ^)^ 

\ 411+2^ ^ 4«+2^^ 4»+^ 2n+i 4»+a^ y 

y C(i+_^)*-:,(x+-£-.)(i-_^)cof.£^ + (I— f^)'^ 

V 4«+a-^ 4»+2^^ 4»+:&^ a»+i 4»+2^ J 

« - • 

X f(i+-JL.)'-2(i+^-)(i i~)cof.^.^^ + (I— ^)'^ 

V 4»+a^ 4»+^^^^: 4»+2^ 2»+i ^ 4»+a^ y 

X C(i +-£_)*• a(i+.JL.)(, ^)cof.£!:^* + (I fL.)') 



4»+a^ 4»+^-^^ 4»+a^ a»+i ' 4»+ 2' 



o' « 



«2(1 



M5 






^ 3B+I (4»+a)* . 4»+i . .j 

a»+i (4Hp2r , , ^«+1 

. ". i^ ^i i *"+* ' 20+I, an+j , fl«+3 > . (4»+»)? aa+i-' 

x(i+-i^cot.».^)' 

. x(i+-4^cot.«:^^ . 

^ (4«+a)» ^^+i'' 
:' xCi+-^ofi^) 



■ » •* -» ♦ . - 1 • " 



U^+a)* aw+i-' ' 






V ri + _±Llcot *5+i) 



,x(i+_fl--cot.»??^) • 
(4«+a)» ;i«+i'' 

x(i+-^,cot«.!!^' 

(4«+3)» 3«+!-/ 



■^t ' 



^ . (411+2)* 3»+I^ 

Q 3 Cum 



.'. r , '♦■«? " » ' --itifMak. . -■ ■- .. ./ 



( ^ 



i»6 

Cum haec aequatio fetnper obtineat, etiam limites membroroia ejus .fuai: 
inter fe aequales (§. 4.). Unde (§§. 57. 75. 21.) 

gx — :jcof.a(p+r-« = 4fm.(pxC(i+— ) 

X - - - 

X - ■. X - - - 



Eadem expreflio eodem modo deducitur ex refoludone in fdftofes formulde 

SchoUum. Quoniam applicationes formularum hoc capite demonftratarum 
(tam ad fummationes plurimarum ferierum, quam ad varias exprefliones fun^ 
£tipnum circularium & logarithmicarum) ab Eulero aliisque mathematicis 
ita traditae fupLti latnihil, quod defiderari poffit, relinquant: mihi fufFiciat, 
eas ad vera fua principia revocafle , & dedu£tionem ip&rum ab indeterminata 
&;0bfcura infiniti notlone Uberaffe. Vid. inter alios Euleri JniroduSHo. Cap, 
IX. X. XI. 



I • 

i 



Caput Nonum. 

s De infimtO} quod vocantr mathmatico. 

§. 88. 
it elipfis conica, cujus «quatio eft 'yy = —(aw— xx), abfciflis axis ex cen- 

tro fumtis. Dufta tangente JHT, quae axi in T occurrat, fit iT= —(——*) 

X 

(§.42.). Fiat o; = o = ox«; erit FT ^ -(^-o)«- |«-iX(i. 
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Am 

Generattm. Sit ellipfis cujusvis ordinis, cujus sequatio y»=s-^(aw— jc»): 
erit /'rr^ -(^X^j); &fafto^=:ox«, erit|Pr=-flx^. 

Cum exprefliones i , JL frequentiffime a mathematicis ufurpentur, & 
in calculis praefertim fuperioribus faepius occurrant: e re efle cenfeo (prius- 
quam ulterius progrediar) veram horum fymbolorum fignificationem expende* 
re, & meam de illis fententiam profiteri; eo magis quod de indole ipforum 
inter mathematicos non omnino convenit, pluresque etiam infignes & aliunde 
fummopere commendandi fcriptores opinionem de illis amplexi funt, quae cun^ 
fenfu communi pugnare videtur. Quod ut faciam, quantum potero, accurate 
& luculenter, a familiari exemplo fequente ordiar. 

§. 89- Duo viatores ji & JBj dato intervallo Z? a fe invicem difl:antes, 
in eadem refta , datis velocitatibus , verfus eandem plagam progrediantur; ita 
ut unus eorum j/ altenun B perfequatur. Tres heic, quod ad rationem velo« 
citatum viatorum attinet, diftinguendi funt cafus. 

i^. Viator ^ celerius progrediatur quam viatorif. Hoc cafu intervallum, 
quo duo viatores a fe invicem primum diftabant, continue minuitur, donec ^ 
ipfum B attingat. 

2^. Ambo viatores aequalibus progrediantur velocitatibus. Hoc cafu in- 
tervallum, quo duo viatores primum diftabant, idem femper manet; utcunque 
diu progrediantur , & utcunque magnam viam ambo emetiantur. 

3®. Viator -rf lentius progrediatur altero B. Hbc cafu intervallum, quo 
duo viatores primum diftabant, continue increfcit; & tanto majus fit, quo 
diutius incedunt. lidem viatores aut potuerunt anterius proficifci ex uno eo^ 
demque punfto, ad plagam fito oppofitam ei, juxta quam progrediuntur; aut 
illic fibi jam mutuo occurrifle ; aut denique in eo punfto fibi mutuo occurre- 
rent, fiuterque retrogrederetur. 

Hinc dato intervallo, quo duo viatores a fe invicem diftant, datisque ve^ 
locitatibus, quibus progrediuntur; fi quaeratur locus occurfus ipforum mutui: 
priusquamquaeftionispropofitdeinveftigatiofufcipiatur, inquirendum eft , utrum 

poffi» 



poffibilis fit, nec ne; feu inquirendum eft iri rafioneih velocitatum , qua prae- 
dift^ poffibilitas aut irapoffibilitas determinatur, Algebrifta autem non femper 
ita caute procedit, neque femper praevium hoc examen inftiturt. Univerfali-- 
tat^s (nimio quandoque) ftudip impuifus formulaB quaerit generales, quas ad 
omnes omnino cafus fleftere fetagit , & iis etiam applicare , ad quos non qiui'* 
drant; quod hoc ipfo exemplo patebit. 

Sint nimirum ^, i;, velocitates datae duorum viatorum -^, 5, intervallo 
•» D primitus invicem diftantium , & juxta eandem plagam progredientium , 
xta ut ^ ipfum B perfequatur. Velocitate V pofita majore quam v ; quando 
yiator A alterum B attingit , erit 



via ab B percurla D x 



Z?X 



V 



« 



& fonnul» liae apte omnino rcpraefentant 



cafum , quo /^> v. 

Algebrifta autem , omnes uniyerfim cafus una eademque formula comple£ti 
latagens, quaerit etiam: quid juxta eas fiat, fi V%v% 

Cafu autera, quo V^ v; expreffiones fpatiorum ab utroque viatore percur- 
forum transforraantur in hanc Z? x i ; cujus fignificationem definire oportet 

Ut cum fenfu communi refponfum hoc algebrae conveniat , aliter iliud in-> 
terpretari non pofllira , nifi dicendo : illud indicare exclufionem feu impoffibili^ 
tatem occurfus mutui viatorum. Algebraifta autem de occurfu mutuo loqui 
pergens , dum de illo agi amplius non poteft , viatores fibi mutuo occurrere in 
dijlantia infinita pronuntiat Quae loquendi forma rite'explicata nihil aliud figni« 
ficare poteft, quam locum occurfus mutui viatorum hoc cafu affignari non pofle; 
nec ullibi unquam viatores fibi mutuo occurrere. Symbolum igitur ^, quod 
formulis praecedentibus cafui huic applicatis introducitur, de impoffibilitate qu9e« 
ftionis nunc propofitae nos monet, eodem prorfus modo„ quo figna T^ — i,^ 

y— I impoffibilitatem docent folutionis & repugnantiagia mutuam conditionum 
problematum , quorum tanquam poffibilium traftatio algebraica figna ilia intro^ 
ducere co&'git. 

Quaoi- 
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Quamdiu /^> v; diftantia occurfus viatorum a locis,^ e quibus egredi po- 
nuntur, pendet ab intervallo D horum locorum. Fafto autem ^= v, impoffibi- 
litas occurfus mutui eadem manet, quodcunque fit intervallmn D, quo primi- 
tus fejungebantur; & abfurdum eflet dicere: impoffibiiitatem hanc fieri duplani' 
aut triplam , prouti intervallum illud fit duplo aut triplo majus» 

Quod ad tertium cafum attinet, quo f^<v; formulae praecedentes fiunt 

•^ V ry V . 

D X —7 jrr ^D X p. 

— C^T;:^), quaetransformantur inhas ''p > & indicant: pun^ 

ftum occurfus mutui nunc jacefe ad plagam Oppofitam ei, verfus quaiffi viato- 
res progrediuntur; neque in parte anteriori, fed in parte pofl:eriori efle quae- 
rendum. Quoniam autem cafus hic ad praecipuum traftationis praefentis obje- 
ftum non pertinet, breviter de eo in fcquentibus agetur. 

Exemplum allatum adeo luculentum eft, ut fupervacaneum foret diutius 
rei huic immorari , nifi ea , utut per fe fimplex , pluribus inanium loquendi mo- 
dorum tricis involuta fuiflet Liceat itaque idem lexemplum fub fottxia tantil- 
lum diverfa, eaque geometrica, exponere. 

Problema generale hoc eft: datam reftam in ratione data producere. 

Sit yiB refta magnitudine data, prdducenda ad iT usque, in direftione Fig.if. 
quae tendit ab A verfus B; ita ut reftae jiX, BX fint inter fe in ratione data, 
quam habent lineae a&c b. 

ConftruSio. Ex punftis ji, B ad easdem rcftae AB partes ducantur duae 
reflae da, Bb, fibi invicem parallelae, & in data ratione linearum a, *. Jun- 
gatur ab refta, quae (fi fieri poffit) datae AB produft» occurrat in -X; Hoc 
erj;( punftum quaefitum. 

Ut punftum X jaceat verfus plagam propofitam, oportet, fit Aa^ Bb. 
Sed fi Aa<iBb, refta ba occurrit datae AB verfus plagaih priori pppofrtam pro- 
duftae. 

Sit autem Aa^Bb. Quadrilateri A^B lateribus Aa^ Bb pofitis fibi invicem rig.19. 
«qualibus & parallelis, quadrilaterum hoc eft parallelogrammum (El. L 33.); 
proinde lineae^i?, ab fibi mutuo occurrere non polfuat. Quod fi parallelae efle 

R M dican- 



I 



a^» 



dicantur reftae, quae fibi mutuo in diftantia infmita occurrunt, idem erit, ac fi 
dicatur : eas fibi mutuo nullibi , feu non occurrere. 

Fjg.19. Ut calculus conftruftiom piaecedenti applicetur, datae jIB per punftum b 

parallela agatur, quae reftae^a in a occurrat. Triangula aa'6 , ajiX, bBX {\xnt 

jnvicem fimilia, promde ^. . j^l = ba ; fiX^ ^^"^ a^b : b ^ AB : BX'> 



1«. 



unde "7 

BX^JBy. 



— r* 
a— * 



Cum calculus hic nitatur triangulorum aab, aAX^ bBX fimilitudine, 
omnino exiftentiameorum triangulorumfupponit; quae cum non exiftant , quan- 
do punftum a incidit in punftum a, feu quando Aa 8= Bb\ mirum videri non 
debet, coaftam calculi ad hunc cafuni applicationem , utpote fundamento fuo 
deftitutam ^ ad impoflibile deducere. 

Si eifet punftum occurfus eo cafu, quo Aa & Bb inter fe funt aequales; 
eflent etiam AX & BX invicem aequales : cum tamen quantitate data AB dif- 
ferre fupponantur. Abfurdum hoc non moratur infiniti fautores , qui duas ma« 
gnitudines infinitas invicem aequales manere ftatuunt, fi una illarum (vel utra- 
que) finitam patiatur mutationem. Genuinus formulae hujiis loquendi fenfus 
alius efle non poteft , quam liic : Sxni dua quantitates mutabiks , quarum utraque 
iruyor nddi poteji quacunque quantitate propqfita ^ & datajit differentia prcediSfarum qwm^ 
tiiatum ; ratio aqualitatis Smes eft rationis deerefientis majoris ad minorem. Hoc patet 
ex ipfa conftruftione praecedente. Data enim ratione quacunque Aa : Bb ma- 
joris adminorem, ututparumab ratione aequalitatis differat; fiat ^* ^*"^^» feu 

fiat^a:flA*^J^^-.^^; duftaaft^occurretipfi^^produftaein-X*; ikfietAX':BX'^ 
Aa : ^* < i,! »A* Idenique facile inethodo mere algebraica demonftratur. 

Fi?.T9« Negatio occurfus linearum ABj ab nititur aequalitate linearum Aa, Bb^ 

*^* feu valore (i8o®) fimimae angulorum jBifa, baA\ nec ad ejus exclufionem quic- 

quam confert magnitudo lineae AB: 6c quemadmodum idea parallelismi dua« 

rum 



I3X 

( . . • . ■ 

rum reftarum unica efl:, ita etiam dici ne^Uit ^njpiGil^^ mutui 






»«■ 



duarum linearum jIBj ab majorem efle aut minorem, prouti linea AB eft major 
aut minor ; feu fignum impoffibilitatis § eft fignum unicum , quaecun^ue fit 
^uantitas a^ quacum per multiplicationis fignum con}vxkgaJbltt;i^l^^ prorfus 
modo, quo omnia figna imaginaria al^ — i ad unicum 7^«— i . coiqQlaDi matlie* 
jnaticorum confenfu irctducuntur. 

« 

§. ^. GeoDietticam problematis propofiti (utut elementaris) evolutiotteim 
eo lubentius expofui , quod h^^c ipfa quaeftio , aut aliae ipfi affines , fab fiilfa 
obtutu confideratae, variis loquendi modis (meo quidem judicio fenfucaflis) 
anfam praebuerunt. Dicunt v. gr. algebrdlk, lineam reftam circulum efle, cu- 
jus radius eft infinitus. Uno aut altero exerM|ft^indicare fufiiciety quid fibi 
velit ejusmodi loquendi modus. * : ^!'^'^^?* , 

Sint duo punfta pofitione data. Notum eft : reftam , quae bifariam & ad 
angulos reftos fecat lineam reftam punfta data jungentem , locum efle omnium 
punftorum ab his punftis aequi-diftantium. Nempe non modo quodvis pun^ 
ftum in perpendiculo hoc fitum aeqid-diftat a duobus punftis datis; fed etiam 
quodvis punftum extra hoc perpendiculum (in eodem plano) fitum inaequali* 
ter diftat ab hls punftis. 

Notum pariter eft (vid. Apollonii fkrgjei Loca plana L.II. Prop. 2.) : circum- 
ferentiam circuli locum efle omnium punftorum, quorum diftantiae a duobus 
punftis datis funt inter fe in ratioue data a ratione aequalitatis diverfa. 

Duos hosce cafus , utut inter fe diverfos , & ab antiquis geometris fedulo 
fejunftoSy fub uno complefti fatagunt algebriflse. Cum radius circuli, cujus 
circumferentia eft locus propofitus , eo major fiat , quo ratio data , a ratione 
s^ualitatis diverfa, ad eam propius accedit; & quemadmodum ratio data ad 
rationem aequalitatis propius accedere poteft quam ratio qudevis propofita a ra« 
tione aequalitatis diverfa , ita etiam radius pnedifti circuli quacunque linea data 
major fieri poflit: concludunt inde, quod, fi ratio data fuerit ipfa ratio aequa* 
litatis , radius circuli fiat infinitus. Sed hoc cafu locus propofitus eft linea re-* 
fta; ergo (dicunt,) lineareftaeft circulus, cujus radius infinitus. Cum autem. 
hoc cafu idea circuli neceflario conneftatur cum difcrepantia rationis datae a ra^ 

R z tione 
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ticKie eeqnalitatis, fnblata hac difcrepantia tollitur etiam idea circuli. Qui di- 
dt, lineam refbtm effe circulum,- cujus radius eft infinitus, de circulo loqui- 
tur, cajus neque centrum neque radius-poffutit affignari; dicit itaque, lineam 
reftam circulum effe non circuiarem. 

Soilicet: fit. diftantia ^B punftorum ji^ B=iD; & fit ratio data aequalis 
rationi a : b, r ratione aequalitatis diverfae. Secetur jfB in punfto x, eadem<« 
(fae {uroducatur* ad X usque in rsitione data. Bifecetur Xx ia Z; erit 2 cen^ 

trum , & Zx radius circiiU jMropofitL Fit Zx = D x 



ab 



JZ^ D y. 



BZ =^ D % 



aa 



a-^b.a+b 
bb 



unde inferunt 



0-b. a+b 

»> ♦ 

algebrift», Zx, AZ; BZ mfinitas fieri, quaiido fl = i; cum dicere debuiffenti 
nuUum effe radium , nullum centrum. 

Idem valet de aliis quibusdam locis ad circumferentiam circuli. Sint 
y. gr.. duo punfta pofitione data, ad quae ex pimfto quocimque agantiir reftae; 
& data fit differentia fpatiorum, quae ad quadrata harum reftamm datas habent 
rationes , inter fe inaequales. Locus praedifti pimfti etiam eft circumferentia 
quaedam circuli (Apollonii perg^i Lora |7/a«« L. II. Prop. 4.), Sed fi rationes 
datae fint inter fe aequales, locus punfti illius eft refta pofitione data. Unde 
ij;erum concliidunt algebriftae, lineam reftam circulumeffe, cujus radius eft 
ijafinitus ; cum antiqui geometrae cafum hunc ab altero diverfum feorfim pariter 
traftaverint. 

Atque hk xurfus fe offert fimplicitas ideae impoflibilitatis. Quemadmodum 
cnim linea refta ita eft unica,- ut omnes lineae reftae mutuo congruant; ita 
etiam impoffibilitas curvaturae fit unica » dum contra nullus eft limes variorum 
graduum curvaturae» 

§. 91. Quam de vera fymboli | figniffcatione profeffus fum fententiam, 
altero exemplo, eoque mere algebraico, confirmabo. 

Sit 
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Sit frzBio 



I II 

x-a.x-b »-b x-a 

"I" ■' ■>*» t —» 



Hinc per fraftionem -L. utrinque multiplicando ^ fit 



I I 






&-a «c-fl-Jf-& 



a-& jc-a* 



a-2^^ jc-a 



< ■ 

Fra6tio igitur — r> cujus denominator faftorem dupficem jp-a» con- 

tinet, nequitunice refolvi in fraftioneSj^ quarum denominatores faftoribus fin^ 
pUcibus x^a,^ x-^b aequales fmt. Sed refolutio fraftionis illius necelTario conti^ 
net fraftioneni, cujus denominator eft faftor duplex x-a^. 

Proponatur autem fraflio 1 — r r cujus feftores denonainatoris 

jc-a, jc-a^ aut reipfa inaequales fint, aut tauquam tales traftentur. Erit 
I _ I I 

x^a.x^a^*x^b . a-a.a^b x^a 

I I > 



T 



a-^a^a^b jc-a 
b^a.b^a x-b 



Tumfiat assa j erit 



jf •a*jc-a»Jc*A 



• «. 



a^^o •a^b x " a 



— o' =-• 



a.a^b jc-a 



a^a.a'b jc-a a.a-b jip-a 



b^^a.b^a X'b • ^ .ft-^a* jc-i 



Pro. 



y 



*"» 



* • »' 



■>.* 



- /■•• 



4 t 



m 

Promde introduftione fymboli § monemur , refolutionem funftionis 
j \a '""TX "^ fraftiones , quarum denominato;*es fmt faftores fimplices x^a^ 

4-*,,e|re impoffibilem, uti jam vidimus. 

Hoc cafu , ut ad veram refolutionem perveniamus , conjungendae funt du« 
I j_ 

fraftiones «-«'•«-* ^-« , confiderando faftores ^^J*^"?», tanquam refpeftivr 

• ;. a-a. a-& jf-a 




I I r 

^ a-3-*jif-aJ 



I aa-aa-bjia^ayxQi-^a) a^*^b^x 

a*a a^b.a^b.x^a.x^a ^ a^b.a^b.x-^a.x^ik 



»•» 



x; ' . a-^b.a^D jc-a a-6* jf-a 

/ ^ Itlem dicatur de aliis fraftionum refolutionibus. 

''""'J. V- Tranfeo ad exemplum geometricum, & rei praeferiti omnino ac*^ 
commodatum. 

Cum in omni triangulo (reftilineo) angulorum intemorum fumma aequa^ 
lis fit duobus reftis : fi detur fumma duorum angulorum internorum , ad trian^ 
guli poflibilitatem requiritur, ut fumma minor fit duobus reftis. Proinde 
omnes calculi in triangulis, quorum fumma duorum angulorumdatur,.inilituti, 
cum hac propofitione fundamentali debent confentire. 

Sit trianguium, cujus latera fint ^, ^, C; 
& anguli ipfis refpeftive oppofiti a, fr, r. 

Anguli 6 & r, & latus ji dentur magnitudine; erit 
n — ^ ^^^'^ ss jf fin.5 _ ^ fin. * 



fin.a fin.i8o^-(b+0 fi». b+^ 

C s * .« ss A ^ ' t qu» expreffiones vene funt, 

quamdiu fr+< ■< i8o*. 

Sit 



.-j 



^35 
Sitrifr + ^ = 180®; linese B ic C fiunt parallelae: fublato linearum -ff, G 
mutuo occurfu, fimul evanefcit omnis idea tam anguli a, quam trianguli & la-i 
terum illius ; & fimul omnia ruunt fundamenta propofitionum , quae nonnifi de 
triangulis aftu exiftentibus poflunt praedicari. Algebrifl:a autem nimio univer^ 
falitatis fl:udio formulas praecedentes etiam nunc confcrvare, & ad eum quoque 
cafum fleftere aggreditur, in quem quadrare non poflunt. Cum fcilicet pofito 
b + c =:: iSo^, & proinde fin.* + r = o; formulae praecedentes fiant 

o , pronuntiat : verticem trianguli etiamnum fifti ab latere ^ mS^ 
C = ^ ^— ^: 

o 
nite difliare, ipfaque latera B &C infinita fieri. Hic autem loquendi modus 
(meo quidem judicio) aliter tolerari non poteft: , nifi quatenus impoflibilitatem 
aflerat trianguli, cujus duorum angulorum fumma fit duobus reftis aequalis, 
Haec autem impoflibilitas a valore fununae angulorum b, c unice pendet, quae-» 
cunque fit reftae A ipfis adjacentis magnitudo, & quicunque fint anguli *, t 
feorfim fumti. Attamen fi formulae, quibus trianguli latera determinantur 
huic etiam cafui applicari poflent, quo deeft punftum occurfus; impoflibilitas 
determinationis laterum trianguli etiamnum fifti diverfa appareret, pro diverfa 
magnitudine tani lineae A^ quam angulorum * &r, juxta formulas B^A^^^ 

C^A — !-• Unde fequeretur, lineas ab uno eodemque punfto iuxta datam di- 

reftionem duftas efle inter fe magnitudine utlibet diverfas, eo mcmiento, quo- 
infinite efle dicuntur. 

Idem luculentius etiam patet, quando formulae, quae verae funt de Yuper*' 
ficiebus triangulorum , fpatiis applicantur, quae jam non funt triangula. 

Superficies trianguli, cujus latera & anguli funt ut prius "^^ ^' ^ eft ^ 

\^ X ^^j^ • \ quae fonnula cafu, quo 6 +f = isoo, & proinde fin.*= fin.*; 

fin ^ h 

transformatiur in hanc |-^* ^ — . Proinde fi formulas, quae de ipatiis finitis 
verae funt, fpatiis etiam iliimitatis applicare liceret; fpatia illimitata inter duaa 

Ireftas 



^ ■ 



'•«^ . « 
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re&as pamllelas extenfa forent in ratione duplicata diftantlaruin hanim paralle- 
larum, cum fpatia haec inter fe efle in ratione fimplici harum diftantiaiiim tra- 
dantur. 

§• 93. Ut haflenus difta, quantumfieri poteft, diftinfte curvarum doftri- 
nae poflint applicari; a curva in elementis confiderata, circulo nempe, ordiar. 
Kg*»* Sit circulus, cujus centrum C, radius C-/f = r. Ex punfto M ducatur tan- 

gens JUT^ quae radio Cj4 produfto in T occurrat; feu fit MT ipfi CM perpendi- 
cularis , af que ex eodem punfto M demittatur MP perpendicularis radio CA Sit 
CP=^ x; erit CT = —. Expreflio haec (ex fimilitudine triangulonun CJHP, 

X 

CTM dedufta) valorem reftje CT determinat, quamdiu ipfa CT exiftit Ut 
^ autem proportio CP : CM =» CM : CT, feu x : r ^ r: CT, inftitui poflTit, ne- 

/ cefle eft, ut CP ad CM feu * ad r aliquam habeat rationem; feu necefle eft, 

(triangulo CMP exiftente) linea CPnon fit ^ero, Pofita igitur CP= o = oxr, 

i fymbolum CT = = — monet non amplius locum dari fubtangenti. Hoc 

/ oxro '^ 

etiam ex antediftis fluit (§. 92.)» cun; hoc cafu anguli ^M^ CMT^mho fint 
refti; ac proinde lineae C^, JHTinvicem parallelae. 

Idem valet de ellipfi, cujus raequatio eft y = ^V^aa^xx'). Itaque fub- 

tangens pr = i? — x; unde cotPMT = ^ —^ Fafto jc = o = a x 0, 

^ X a Y^aa^xx 

St PT ^ —, cotPMT = _x o; unde angttlusr iWr= 90^, & PT deter- 

o il • 

miaari nequit. 

Ut haec clarius etiam, fi fieri poflit, ob oculos ponantur, regrediamur ad 
definitionem fubtangentis , & ad modum , quo determinavimus , eam efle limi- 
tem (fi quis fit) fubfecantis. Pofuimus (§. 39.) tangentem curvae diametro , ad 
quam refertur, occurrere. Intervallum quoddam datum limes eft datus (juxta 
definitionem §. i.), ad quem fubfecans perpetuo accedit, fed quem nunquam 
attingit Sublato tangentis & diametri occurfu mutuo , fundamenta omnia , 
quibus rationisy quam fubfecans habet ad lineam diametro ordinatim applica<- 
ng«xx» tam, limitem determinavimus , per fe labuntur. Linea ilf Q, diametro & pro- 
jnde tangenti paraliela , tangenti non amplius occurrit Sublato itaque trian- 

gulo 
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gulo ilfQQ', cujus contemplatione nituntur ratiocinia §. 39. ; ipfa 6tiam haec 
ratiocinia 6c confequentide ex illis dedu^ corruunt. Nominatim cadit confe- 
quentia: re£tas PT, MT, non ampiius determinatas, limites efle reftarum PS, 
MS. 

Sit jlP =. jt; PM = y; Pp = Ax; 

«„ _ „ + A* dy . A*» ddy . A*8 dV . 

& Ay = ± -.^ + --.-3^, ± — . j^ 

Itique P5(=y.^ = y X dy . A* ddy . A*» d^y . 

^ dx i.rt ax^ ^ 1.2.3 djc' 

Ut aliquis fit limes reftae PS, oportet, fit limes aliquis expreffionis ipfius; 

proindeque exponens differentialis ^ non fit zero. Quodfi autem -^ = o: 

OlX ^ dX 

fymbolo /^5 =y x ^ monemur, fiibfecantem P& ultra onmem limitem datum 
crefcere poffe; de fubtangente igitur non effe loquendum^ 

Cafiis pfoinde, quo tangens MT & diameter PA invicem funt parallelas, 
tanquam fingularis & unicus eft confiderandus. Scilicet ex punfto M ducatur 
refta quaecunque MS^ quae cum tangente MT angulum faciat TMS utcunque 
exiguum. Refta haec MS occurrit diametro AP^ cum fumma angulorum SMP^ 
SPM (minor fumma angulorum TMP, MPA) minor fit duobus reftis; eadem- 
que MS curvae etiam in altero punfto M' occurrit (cum jam refta MT curvam 
in punfto M contingere fupponatur). Imminuto angulo TMS, lineae MS, PS 
crefcunt quidem; veruntamen magnitudo illanun definitur per hunc angu« 
lum^ Neque dici poteft (juxta definitionem §. i.) praediftas lineas limitum 
efle capaces, easdemque a lineis magnitudine indeterminatis (feu neque datis 
neque dabilibus) minus difierre pofie , quam ulla quantitate propofita. 

§• 94« Quoniam frequentifiime a mathematicis ufiirpatur formula : para« 
-bolam eife ellipfin infinitam, feu, cujus axis eftinfinitus; e re erit genuinam 
locutionis hujus fignificationem declararft: quod pluribus praeftabo modis, ut. 
quae de hoc exemplo monuero , faoilius pofiint ad alia fimilia applicari. 

S Cum 
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Cum nempe modos inter genefeos feftionum conicarum tres fint prdecipui^ 
ad quos reliqui facile pofiunt reduci; unumquemque illorum feorfim expendam. 

i^. Se6lio conica referatur ad focum & ad dire6bricem« 
Fig.ax. Sit-^5 refta pofitione data, & fit i^punftum pofitione datum; & defcri* 

benda fit ellipfis, cujus focus F & direftrix AB, data ratione diftantiarum fin« 
gulorum ellipfis punftorum a foco jP & a direftrice jIB. 

Ex punfto F demittatur in ^B perpendicularis FD^ quae fecetur in 5 in 
ratione dafa; erit 5vertex axis transverfi feftionis, foco i^ vicinior. 

Quoniam feftio conica propofita debet efle elliptica : ut vertex alter feftio- 
nis feu ejusdem axis determinetur , producenda eft refta DF in S\ ita ut 
DS' : FS' ^ DS : SF; & quoniam DS^ debet efle major quam FS\ oportet, fit 
DS> SF» Seu ut feflio propofita fit elliptica, ratio data diftantiarum punfti 
cujusvis feftionis a direftrice & a foco debet efle ratio majoris ad minorem. 

Quo pofito erit S^ axis transverfus ellipfis ; bifefta autem SS' in C> erit CS 
dimidius axis transverfus, & CF excentricitas, 
Sit FD = d; fitque ratio data SF:SD =:^ a:b: 

erit SF^ d X ^; 5D *= ~ 

S'F^,d x~J S^D^^d^J^^ 

55' = d X f ^ , 

a^ b- a+b 

C5 = d X ^ 



CF^ d X 



a'b.a+b 

ab 
a^b.a+b 

aa 



quadratum dimidii axis fecundi SFyi 5'^= dd x — , > 

Quando ratio data a:b eft ratio aequalitatis : punfta S\ C^ F* non amplius 

pofiunt determinari; feu punftorum horum pofitiones fimt impoflibiles, & refta-* 

rum 5*5^» ^C, SF* magnitudines pariter fiunt impofiibiles : fcilicet curva defcri« 

benda non amplius in fe reeurrit , ac proinde praecipuum cnr varum eliipticarudi 

carafterem amittit. Curva itaque hoc cafu definit efie.eliiptica; fed eft curva 

fui 



fui generis , parabola nempe , qu» neque centrum , neque alterum focum , ne- 
que aiterum verticem habet Qui dicit , parabolam effe ellipfin , cujus centrum 
a foco infinite difl:at; dicit, parabolam effe ellipfin, cujus centrum affignari 
nequit, feu cujus centrum nullibi exiftit , feu quae^^entrum non habet. Para^ 
bola igitur effet ellipfis non elliptica; quod fenfu caret. Parabola igitur curva 
efl: non elliptica , & fui generis. 

Impoffibilitatem pofitionis punftorum 5', C, F*, & magnitudinis reftarum 
JPS', FC, FF*, indicant formulae praecedentes ; quae, pofito a=: *, impoflibilita-t 

tis figno § afficiuntur. 

Quemadmodum autem ratio aeq]aalitatis limes eft rationis decrefcentis ma- 
joris ad minorem', ita etiam ratio aequalitatis limes eft rationis diftantiarum cu- 
jusvis punfti ellipfis a direftrice & a foco huic proximo. JUnde parabola limes 
eft ellipfium eandem direftrigem eundemque focum pofitione datos habentium, 
eodem prorfus modo , quo circulus limes eft figurarum ipfi infcriptarum aut ciri 

cumfcriptarum. . 

a®. Seftionum conicarum originem in ipfo cono contemplabor. 

Sit JCA' feftio coni refli (v. gr.), plano per axem transeunte fafta. Sit Tig.%%. 
SMS* coni hujus feftio plano priori perpendiculari fafta, quodque lateribus CA^ 
CJ in punftis S & S' occurrat Erit igitur feftio communis utriusque plani 
SS" axis transverfus ellipfis, & expreffio axis hujus eft 

Quamdiu angulus S'SJ major eft angulo C: planum SMS^ lateri C/^'occur-» 

rit; proinde tam punfti S' pofitio, quam reftae SS^ magnitudo determinatur, & 

feftio eft elliptica; utcunque parmn angulus jfSS' (major angulo C) ab hoc an-« 

gulo differat Atque uti angulus C limes eft anguli decrefcentis ASS' (quate^ 

nus angulus hic major ponitur angulo C); ita etiam parabola, quae feftio eft 

coni, quando angulus ASS' definit effe major angulo C, feu fit ipfi aequalis, li^ 

raes eft feftionis, quae refpondet inaequalitati angulorum ASS^ & C: ac ceflatio 

feftionis mutuae reftarum SS\ CA^ proindeque impoffibilitas magnitudinis reftae 

SS' denotatur introduftione figni \ in expreflionem lineae SS\ quae fit 

5S'=.C5x^^=C5x^i5£. 

fin.0 o ' 

S2 Sit 
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Sit MP refta ipfi SS^ perpendicularis, feti axi SS' ordinatim applicata; & 
per MP agatur planum bafi parallelum, quod lateribus coni CA^ CA in pun- 
ftis 5, 5', occurrat Erit MP^ = BPx PB\ Atqtii , 



fm.5 
fm.5' 
fm-Sxfin.5'. 



BP : SP =5 fm.5 

PB' : S'P « fm.5' 

hinc BPX.PB' : SPxPS' = fin.5xfm,5' 

Proportio haec locum habet, quamdiu pun6hun S* aflTignatur. Deficientc 

autem punfto S\ & proinde deficiente fimul triangulo PB*S\ proportio 

PB' : S'P = fm.S' : fin.B' (quae trianguli PS'B' exiftentia nititur) inftitui non 

poteft. Sed cafus hic fmgularis peculiari etiam modb erui debet. Tum fcilicet 

refta PB* datur magnitudine; & ex priori proportione BP:SP = fin.5: fin.B 

confequitur 5Px PB' : SPx PB' = fm.5 : fm.B «= fin.C : fin.B ^^_ ^n ^;^ 
feu MP^ : SPx PB' - fm.C : fin.B ' ^"^^ ^" ^'"^ 

portio ad parabolam. ' , 

Altera proportio PB':S'P « fin.5': fm.B' efficit 5'P = B'Pp:^; & impof- 

fibilitas refte S'P denotatur introduftione figni i , quando S* ^ o. 

3^. Confideremus denique feftionum ellipticarum & paraboficarum sequa^ 
tiones a parametro ipfarum pendentes. 
Fig.as* Sit SS* axis ellipfeos, cujus parameter fit SA Sit MP refta axi ordinatim 

applicata. Ducatur 5'-^, cui MP occurrat in N* 

Per naturam elUpfis eft MP^^SPxPS^^^AS^SS^^^NP^PS^^SPxPNiSPxPS'; 
proinde MP^ = SPxPN» Ducatur per A refta axi SS* parallela, cui MP oc- 
currat in Q; erit MP^=^SP{SA^NQO. 

Quamdiu igitur curva propofita eft elliptica, feu quamdiu punftum ^'da- 
tur pofitione ; quadratum ordinatae MP minus eft reftjingulo fub parametro SA 
& abfcifla SP. Atqui punfto P manente eodem; quo major eft refta SS\ eo mi- 
nor fit refta iVQ^sSPx — sij- & quemadmodum nullus eft limes magnitudi- 

nis reftae SS\ ita etiam nuUus eft limes parvitatis rcftae NCl; feu parameter 
SA limes eft reftae JW(=5^— MOt & reftangulum SJxSP lunes eft magni- 
tudinis reftanguli SP x PiV. Ordinatae igitur parabolae limites funt ordinata- 
rum ellipfium per eadem axis pun£hi duftarum ; denique ipfa parabola limes eft 

elli- 
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-^ ellipfium eadem parametro defcriptiiarum , ad quem eurvae hae eo propiu« acce-* 
dunt, quo major fit earnm axis transverfus. 

Hinc intelligitur, quomodo aequatio elliptica i/y^x(p — JLx), paraboli- 
cam yif = px contineat : quatenus fcilicet refta jIS' ipfi SP non amplius occur- 
rente; feu fafta ipfi SS' parallela> refta /5Vfit ipfi SjI aequalis, & proinde ^TQ 



feu f^x fit zeraj 
a 

Quaecunque de relatione, qu» curvas inter parabolicas & ellJpticas locum 
habet, difta funt, appBcari pariter debent ad relation^ curvas inter paraboK* 
cas & hyperbolicas intercedentem : & quemadmodum v. gr. ordinatae parabolae 
Umites funt ordinatarum crefcentium ellipfiimi eundem verticem eandemque pa- 
rametrum habentium; ita etiam ordinatae parabolae limites funt ordinataruin de* 
crefcentium hyperholarum eundem verticem eandemque parametrum fiaben- 
tium. Scilicet in aequatione hyperbolae , yy = * (p + — -^f) , parameter data v li* 

mes eft parvitatis quantitatis mutabilis p + ^x, & reflangulum px limes eft 

parvltatiar reftanguU decrefcentis x(p + ^x); denique reft» m parabola axior- 
dinatim applicatae Umites funt ordinatarum decrefcentium hyperbolarum, iisdem 
axeos punftis refpondentium» 

Porro qu» de feftionibus conicis difta fuerunt , facile (mutatis mutandis) 
ad alias curvas eUipticas, parabdieas, & hyperbolicas fuperiorum generum appK- 
centur; quare diutijtts his immorari fupervacaneum efle cenfeo. 

§. 95, Alia exempla ,. fententiam de vera fymboli | fignificatione haftenus 
expofitam illuftrantia^ brevius perftringam» 

1^^ Sit aequatio hyperbolae conicae ad afymptoton relatae xyasab; & quse-. 
ratur punftum, ubi afymptoto curva occurrit, feu ubi fit y = o = 6 x o. Quo- 
niam eft ^ = — ; fafto y = o = 3 x o, erit x^S; proinde occurfus mutuus 

y ^ 

curvae hyperbolicae & afymptoti eft impoflibilis. 

iEquatione * «« — mopemur ; fuperfide reftanguli alicujus magnitudine 

data, non pofle anom. ex lateribus ejus ita magnum fieri, ut alterum evanefcat. 

S 5 jo. Sit 
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^^. Sit «quatio hyperbolae conicK ad axem transverfum relatae, 
yy «5 _(;cjc— flfl)j & quaeratur tangens, quae axi occurrat in centro C. 



Qu 



^ — ^ V ■* ^ fl^y(xx-fla) 



oniam eft y = "-Vixx-^ii', fit ^ = -X * . ^ « ^x 



JC 



& y^ « xjf^ es X— — , unde diftantia ceatri a pimfto, ubi tangens axi oc^ 
dy X X 

currit, eft — : quare diftantia liac magnitudine data i, fit " = rfj & ;r = f?, 

X X d 

Pofita autem rfsso = iixo, fit^ = -«, & proinde impoffibilis. Nulla igitur eflr 



tangens hyperbolae, quae axi m centro occurrat; fed puo£him, ubi tangens axi 
occurrit, eo propius ad centrum accedit, quo punfhim, ex quo tangens duci<< 
tur, a centro longius removetur. 

3®. Sit parabola comca, cujus aequatio eft y = V^ajpx; & quaeratur pun6hun 
parabolae, ex quo dufta tangens fiat axi paralleia. 

Quoniamy=>^2fx; fit^ = f - = -£. Jam vero (§• 41.) ^ eft tan^ 
gens trigonometrica (qu3e dicatur t) anguli , fub quo tangens parabobe axi oc^ 
eurrit. Eft ideo ^ = t; & y = ^. Fiat autem tangens axi parallela, & pro- 

ijide nuUum faciat angulum cum axe : erit etiam < = o , & y = -2- ; quod im- 

o 

poffibilitatem arguit ducendi reftam axi parabolae parallelam, quae hanc curvam 
tangat 

§. 96. Ne quis autem haftenus dida male interpretetur, quafi figna §, 
(^)tt ab algebriftis introdufta ex mathefi profcribere velim. Que;piadmodum 

alia impoffibilitatis figna >^— i, >^— i, a mathematicis ufurpata, plurimas in- 
veftigationes mirifice juvant, quae absque illorum fubfidio (pro intelleftus hu- 
mani debilitate), aut impoffibiles fiiifient aut longe difficiliores; ita etiam haec 
impoffibilitatis figna, ^, (i)°» adminicula efle pofiunt & inftrumenta, quibus 
intelleflus humanus juvatur, ut ad inveftigationes reales poffit eniti. Dicam 
ik:o cumomnibus algebriftis: generalem fe£tionum conicarum (v. gr.) aequatio^ 

f nem 



nem effe w «= Jf (p ± ^jt) ; qu3e cafu, quo « = ^ = oo, fit pro parabola yy^px. 

a 

Spero autem , tirones verum illationis hujus fenfum & nexum ejus cum theorik 
limitum ex praecedentibus habituros effe perfpeftum; nec ob introduftioneih 
forte neceffariam fymbolorum §, (^)«, feu oo, oo n procliviores fore ad magni- 
tudines reales fignis his fubfternendas , quam proni fiierint ad admittendam 
quantitatum (quasvocant) imaginariarum exiftentiam, quarum fymbola in cal- 
culos quafi neceffario irrepunt, aut majoris faltem facilitatis caufa adhibentur. 
Superfluum autem cenfeo , oftenderidis introduftionis fignorum horum com* 
modis immorari , quae frequens recentiorum mathematicorum ufus abunde com- 
,probat 

§. 97. Sententiam pluribus hic expofitam, quod fcilicet -fymbolum ^ ^ 

gnum fit impoffibilitatis , brevitier |am attigeram in differtatione : Expofition ele^ 

4nentaire &c. inprimis Cap. XL pag. 158. 159. 165. Eandem profitetur ill. Kjest- 

NER in differtatione infcripta De translatis in di^one geometrarum^ his verbis^ 

„ Ex vulgato tang.»f = — '^ eruitur tangens anguli refti infinita — — — 

.: coi^f . 

„ Revera autem angulus reftus nec cofinum habet, nec tan^entem. Cofinum 
„ non habere utique dico, cum dico, ejus cofinum effe =0; non enim habet, 
„ qui nihil habet. Hirifc facile intelligitur , tangentem etiam habere non poffe. 
„ Tangentem anguli refti infmitem effe nihil aliud dicit, quam anguli ad re« 
„ ftum crefcentis tangentem crefcere uhJa omnes Umite$, ita ut cofinus infta 
„ omnes limites decrefcit. Eo momento', quo angulus fit reftus, ceffant notio 
„ tangentis & cofinus; boc difcrimine, quod in eum ftatum , ut cofinus notio 
„ ceffet , res dedufta fit perpetuis decrementis cofinus ; ia eum vero , ut ceffet 
^, notio tangentis^ pejrpetuia incrementis tangentis.,, Ac ^mperrime Celeb. 
Abbas Caluso m novi^ Conmentarus Academice Turinenjis T. II. idem tradit judi- 
cium his aiiisque verbis: „Que Ton demande / tang. de z. Dans ce probleme 
„ ce n'eft point-lapofitionde /, c*eft k graniieur de t, que Ton veut. Cette 
„ grandeur eft la diftance du polnt d^ttbucheriient i Tinterfeftion de la tan- 
„ gente & de la fecante , qui fait Tangle z avec le ralon pef peridiculaire d k 

„ tan- 
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■f, tangente» Ainfi, le pouit d'attouchement demeurant, i mefure que j'en eloi* 
„ gne celui de rinterfeftiob, je fais croitre t&z. Mais je nejpuis jamais eloi- 
„ gner rinterfeftion pour avoir z = 90®, parccque rinterfeftion de deux paral-^ 
^* leles eft impoflible. Or on ne peut concevoir de [diftance d'une interfeftion, 
que Ton con^oit impoffible. II faut donc concevoir / impoflible ,, lorsque 



n 



a? = 9o^ 



^ H fiiut diftinguer trois cas d'impoflibilit^. 

n\^. Celui que nous venons de remarquer dans I, impoflible parce qu'on 
„ ne peut afl^^s eloigner les extremias, qui doivent terminer la grandeur. 

„ 2°. Celui oA elle eft impoflible, parce qu'on ne peut afl^fe les aprocher^ 
^ dont il fUffira de donner pour exemple ia cotpngcnte. de 90®. 

„ 3^. Celui oii.un des extn^mes devroit 6tre en mSme tems des deux co^ 
^ t^s oppof^s de Fautre; cfeft le cas des imaginaires, dont rimpoflibilitd a tou« 
» jours et^ reconnufe'. „ « 

• < 

§. 98. Admiflb, fymbolum § fignum efle impoflibilis; mlruip non eft» 
mathematicorum conatus remfigno kuic refpondentem exprimendi efle inanes. 
Methodos inter, quibus figni hujus indolem definire annixi funt , fequens notari 
meretur redu£tio. Pouto o = i — i, &^ = , in feriem convertatur ex- 

prefiio — ; erit — = i + 1 + 1 + 1 + 1+ • . . . Qu» feries cum fine limite 
^* i-i i-i 

poffit continuari, inferunt: fighum ^ fymbolum efle quantitatis realis, feriei 
Bempe infinitae terminis invicem sequalibus conftantis. Circa hanc reduftionem 
haec mihi obfervanda videntur. 

1®. Quoniam o eft difierentia (fic di6bi) duarum quantitatum invicem 

«qualium; eodenr omnino jure fiet o = ii—m, & x — JL =£ +1 +i + 1+ .... 
^ ^ fhn n n n n 

Jam vero ponatur n = ^; erit quoque ^»0 + + + 0+....; quae feries 
{fi nihilorum congeriem ita 'nuncupare licet) quantitatem infinitam diftam ^ 
Aunquam efiicere poteft. , 

ft**. Sem- 



\ 



HS 

a<> . Proinde 



2°. Semper^t —=-+-+ — + _3_+. ..+__+ —-+--5- 

a-£?' a a* a^ a^ a** i a"* 

^ . a-6 

feries ex evolutione fraftionis — - orta ad valorem hujus fraftionis eo tantum 



in 



cafu propius continue ac^edit, quo 6<a; ita ut fupplementum J?L eo minus 

fiat, quo major eft terminorum evolutorum numerus. Contra, quando 6>a, 

bn 

fupplementum J?!L eo majus fit, quo major eft terminorum evolutorum nu- 

a-b 

merus; proindeque feries evoluta a fraftione — ^ eo magis difcrepat, quomajor 
eft terminorum evolutonun numerus. Cafu autem , quo a = b, fupplementum 

^" idem femper manet; & proinde feries evoluta neque accedit ad valorem 
a-6 

fra&ionis primariae — -, neque ab illo recedit Quiq cum hoc cafu, quofls=*, 

a-& 

fupplementum .^ feriei, quousque libeat continuatae, fit ipfi fraftioni — 

a-6 ^"^ 

in feriem explicandae aequalis; perpetuo hoc ipfiusmet recurfu docemur, con- 

verfionem fraftionis — in feriem ineptam efle ad determinandam rem, quae 

ipfi refpondeat 

Quoniam ideo § = i + i + i+ • • • +ii cur non liceret concludere fum- 

mam 1 + 1 + 1+ . . . =0? Sed revera nihil aliud ex hac aequatione concludi 

poteft, nifi quod i = o+o + o^- . . . +0 + 1, feu i » i. 

SchoHum. Fraftionis ~ in feriem con verfio cafu , quo 6 > a ( & proinde 

a-6 

—L-' = — JL } mathematicos quosdam eo deduxit , ut quantitates ( quas vo- 
fl-ft 6 -a' 

cant) negativas efle plusquam infinitas (a) pronuntiarent Cum fraftionis — 7 

/ in 

(a) Ipfe Walltstus, qni ad matliefeos progrefliis tantopere contolit, nonnifi timide 
hanc vocem primus (qnod fciam) emilit. De rationibas plus qoam infioicis locutug 
addit: fi id fine folecismo dici pojfit. (Vid, Arithmttica infinitorum, Prop. CI. 
Scholium.) 

T 
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■ I 

in feriem converfio cafu, quo ^> «, nihil doceat, quod ad valorem iftius fra- 
aionis, nifi ratio liabeatur fupplementi a'i eo majoris, quo major eft termino- 

rum evolutorum numerus; patet, infolens illud effatum omni hoc refpeftu fun- 
damento carere. 

Cafu , quo 6 > a , fraftio — r- eft — - — , quae in feriem convergentem evoluta 



6^ ^ b^ 

b b^ , b^ b^ 
a aa a^ a^ a 



3+74 +7?+ • • • • 



fit — Q + A+-p- + ^+^ + )^ ^ abfurdum foret dicere, feriem hanc 

eandem effe cum altera - + — + 

a aa 

Si ad exemplum familiare, quo hoc caput exorfi fumus (§. 89.)» redea- 
mus ; luculenter apparebit, quantum haec fententia a fenfu communi abhorreat. 
Expreffio D x ^ cafu, quo t;>F, fit — Dx-~; quae indrcat, punftnm 

occurfus duorum viatorum jacere ad partes oppofitas iis, verfus quas viatores 
progrediuntur. Neque ullo modo concipi poteft, fpatium ab illis percurrendum 
majus effe fpatio (fifto) D x j^ = Z? x | , quod velocitatum aequalitati re- 

fpondeat 

Nec magis folidum eft, quodnonnuUi mathematici dicunt: hyperbolas effe 
parabolas plus quam infinitas. Parabola curva eft fui generis, ad quam, tan- 
quam limitem , propius propiusque accederc poffunt reliquae feftiones conicge. 
Et quemadmodum polygona circulo infcripta aut circumfcripta femper a circulo 
differunt; ita etiam ellipfes & hyperbolae a parabola femper difcrepant. 

Huc etiam pertinent, quae (§.71-) de fignorum operationum ad quanti- 
tates ipfas translatione obfervavi. 

§. 99. Admiffo, fymbolum § fignum effe impoffibilitatis; facile intellige- 
mus, quid fibi velint figna _, 00 « , a mathematicis ufurpata, quibus varios in- 
finitorum ordines diftinguere autumarunt. Quemadmodum omnes quantitates 
imaginariae, utut exponentibus diverfis affeft», ad fignum unicum impoffibili- 
tatis y"— I reducuntur; ita etiam omnia fymbola — , oo»,unicam indicare im- 

poffi- 
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poflibilitatis ideani oiTerere non dubito. Id quod uno aut altero exemplo li* 
quebit. 

Sit aequatio ellipfium y"^= — (^a^-x^); y = -. (a"» - j;»)™ rig.ir. 

unde (uht^ng. C=y-^ =• .^ — jc = PT. 

^ ^ ^dy-^ jcm-i 

Quo minor eft at, eo major eft fraftio -^J eademque tanto rapidius cre- 
fcit, quo major eft exponens m. Ipfo autem momento, quo fit j; = o, fymbo* 
lum non majorem indioat occurfus mutui tangentis & axis impoflibilita- 

tem, quam fignum fimplex impoflibilitatis §, quod obtinet, quando 191 = 2, uti 
in ellipfi conica. In ellipfibus variorum ordinum fubtangentes inaequaliter ten- 
dunt verfus impoflibilitatem , quamdiu aftu exiftunt; fed unico modo eam at- 
tingunt, aut in ea perfiftnnt. Refta ex pt^nfto^^ofitione dato duftafecundum 
kinumeras leges ad eum tendere poteft fitum, quo fiat reftae pofitione datse 
parallela; fed fitus hic eft unicus, quicunque fit modus, quo ad illum perve- 
nerit. 

Sit aequatio hyperbolarum ad axem transverfum relatarum yw= — (x«-a««); 

fubtang. (=y— ) = x ^—. Punfti igitur, ubi tangens axi occurrit, a cen- 

tro hyperboiarum diftantia eft a — _: & fi requiratur, ut diftantia haec eva- 

nefcat: erit a = 0, feu x^i =^"»-1 x -, jc = aa^-. Quo fymbolo mone- 

A-m-i o o 

mur, impoflibile efle, ut tangentes hyperbolarum cujuscunque ordinis axi in 
centro occUrrant; neque impoflibiUtas haec^major minorve efle dici poteft pro 
vario ordine hyperbolarum. 

Quaecunque dixi de fymboli -i^(=i) inferiemconverfione, a fortiori de- 

bentad feries exfymboli ^— ? — ( = — ^ in feries converfione ortas applicari, 

(i-i)n^ o^^ 

qua varios infinitorum ordines declarave fuit tentatum. 

Omitto alia argumenta ex contemplatione ferierum & fpatiorum curvilineo- 
rum dedufta : quae plerumque contradiftoria nitiintur fuppofitione , dari aliquam 
quantitateminfinitam; & de quibus, occafione data, ftriftim dicere fufficiet. 

T 2 * Capvt 



• / 



t ^ 
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Caput Decimum. 
Dequadratura' curvarum. 

§. IOOh 

I urva quaevis referatur ad aliquem axem pcr reftas huic axi ordinatim ap- 
plicatas , & eidem v. gr. perpendiculares. (a) Superficies curvae denotet aream 
trianguli mixtilinei, quod arcu curvae & abfcifTa atque ordinatim applicata axis 
terminat:ur'; vel aream quadrilateri mixtilinei, arcu curvae, abfcifla axis, & 
duabus ejusdem ordinatis comprehenfi. Sit reftangulum, cujus unum latus 
detur magnitudine, & cujus latus alterum crefcat uti abfcifla axis. Dico: 
rationem differentialem fuperficierum curvae & reftanguli aequalcm effe rationi 
reftae axi ordinatim applicatae, quae eft bafis fuperficiei curvae, ad reftam ma- 
gnitudine datam. 
.Rg-a4. Efto SMM' curva aliqua, ad axem SPP^ relata per reftas MP, MP' 

huic ordinatim & perpendiculariter applicatas. Ad punftum S conftituatur refta 
indefinita axi perpendicularis. Fjant reftangula SARPy SAR*p\ quorum latus 
commune.5^ aequale fit. reftae magnitudine datae, & altera latera fint abfciflae 
axis «SP, SP\ Dico, rationem differentialem fuperficiei curvae & reftanguli 
aequalem efle rationi M P : SA. 

Etenim dum abfcilTa SP crefcit quantitate PP\ mutationes fimultaneae 
fuperficierum curvae & reftanguli funt fpatia MPP'm' & RPP'r\ Complean- 
tur reftangula PP'm'wi', PPmM, quorum prius eft curvae circumfcriptum , po- 
fterius infcriptum (ad normam §. i. Ex. 3.). 

Ratio mutationum fimultanearum fuperficiei curvae SMP & reftanguli SR 
minor eft ratione reftangulorum PAf*, PR\ feu ratione PJkf' : SA; major autem 
ratione reftangulorum /Wi, fll\ feu ratione PM:SA> Quoniam autem ratio 
aequalitatis limes eft rationis reftarum m'p\ mPj feu reftanguiorum PM\ Pm; 
ratio reftangulorum PM\ PR' minor fieri poteft quacunque ratione propofita, 

quae 

(a) Si coordtnatanim angalos non fit reftus; qnaecanque de reftangalis dicentar, trans- 

ferenda funt ad parallelogramma aequi-angola, quorum anguli lunt aogolo coordina- 
tarom aegualei. 



*\ 
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»«i ^'i 



quae niajor fit ratione VM\ 5^; & a fortiori ratio fpatii PMMP ad reftangu- 
lum P/{' minor fieri poteft quacunque ratione propofita, qiiae major eft ratione 
* PJH : SA^ Proinde^ ratio PM : SA limes eft rationis mutationum fimultanearum 
Ipatiorum SMP & SARP , feu eft ratio difFerentialis horum fpatiorum. 

Sit ideo SP^ x, MP == y, SA^^a^ & fuperficies curvae dicatur S\ erit 



llm. 






diS 



^, feu lim.— =y, & ;j- = y. 



Data igitur (ex aequatione curvae) relatione x & y^ determinatio propofita 
fuperficiei' curvae ad calculum integralem redufta 'eft. 

Exemvlum. Sit a^-iy = x^; erit — = V == , <x 



I. Oj/ttx. Sit ♦» numerus pofitivus, & initium curvae fit in vertice axis, 
Curva propofita eft parabolica. 'Et quoniam fuperficies ( per hyp. ) evanefcit 
faffo AT = o, eft C= o; unde S =^ — —xt/. Area igibur femi-fegmenti para-* 

bolici , cujus 3equatio eft y = , eft ad reftangulum circumfcriptum , uti i 



flin-i 



W+ I. 



2. Ca/us. Sit m numerus negativu^, feu fit yx^:=s «w+i, quae eft aequatio 
hyperT)olarum ad afymptotos relatarum. Quoniam .— = y.= a^+ix-"^; fit 



y 



5 = C am+i j;pin+i — (7 ^xy. Ut cafus hujus examen fiat facilius, 

IM- l ' fH-I 

fit AB== b ordinata, cui refpondet abfcifla <SB = fl, a cujus extremo B fuma- 

j c 
tur initium abfciflarum; ^erit ideo yin+x)^=: fcn'», ^- = fl»"/^ (a + ;f )-»» , 

5 = C— -JL flm^(«+jc)-«n+i = C— -JL.. _^!!!* — = C — -I-vCfl+jc). Tam 

vero fuperficies propofita ^BPikf evanefcit , fafto BP = jf = o, & y = -4B = b; 
proinde C = + — Li^, & 5= — ^ Cab-y^a+x)). 

M" l fW- I 



1°. Sit w > I , y(fl+jc) = 



•"16 



- — = fl^C -7- } • Quoniam autem 
iii-i Vfl4-^y 



(fl+Ar)»"-! Vfl+^. 

«+jf feu «SP major fieri poteft quacunque quantitate propofita; cgntra 

T 3 ■" & 



Fig, »5. 
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^ C^X3^/ ^^^^^ ^^^^'y P^*^^^ quacunque quantitate propofita : proinde ab li* 
mes eft quantitatis crefcentis ab-y^a + x'); adeoque fpatium —ABSD limes 

fW-I 

eft fpatii afynjptotici crefcentis ABPM, quod «quare , . nedum fuperare nequit, 
•iitcunque magna fumatur abfcifla BP- 

In eodem cafu fiat x negativa; unde y(a-x)^ = a^by & y = mbCa^xy^. 

Erit S = -I-on^A C(a - xY^^i — C") 
fif-i ^ / 

= a^b C^a^xym+i — a m+i^ 






m-i *a-:c"»-i a"»-! 



(y(a-jf)— flft). 



m-i 



. Quoniam autem nuUus eft limes parvitatis quantitatis a-x, inde ab « ad zero 
usque decrefcentis ; contra nuHus eft limes magnitudinis quantitatum crefcen- 

*tium —-., ■ ; & promde nullus eft limes magnitudinis fpatii afympto- 
tici ad alteras partes ordinatae AB. 

Hoc cafu poiito jf = a, fit S=s "^'-^ » (^oA. fymbolum indicat, tam 

contradiftionem fuppofitionis, fieri pofle a: = o, feu hyperbolam afymptoto occur- 
rere , quam impoffibilitatem fpatii afymptotici limitem determinandi. 

2\ Sit « < I : erit y C«+;c) =^ ^"f ^«^x C?±^''", & 

(«+Ji;)«n-i . ^ o -^ / 

5 = ^*( k^^J —- 1 J = -^ — (y(«+"^) — «^)- Quoniam autem nulius 

I - iw >* a ^ ^ I -m 

eftlimes magnitudinis ipfius a^x, nullus etiam eft limes magnitudinis quan- 

titatum — !— , i^ j ; & proinde, crefcente abfciffajgp, fpatium afympto- 

ticum crefcit, & majus fieri poteft quocunque fpatio dato. 

Sit autem x negativa. Quoniam y(ja — x)^ = a^b; erit ut prius 

S = r-riC^* -y (^ - -^) ) = - — Mi — C^) ^ : & quoniam, crefcente x a zero 

inde 
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inde usque ad n, nuUus eft limes parvrtatis quantitatum — ^, (^~^ ; fpa- 
tium afymptoticum ex altera parte ordinatae AB obtinet limitem magnitudinis, 



nempe ^ ab , feu -J—ABXSB' 
^ i-m i-w 



i-m 

Hoc cafu eft etiam S = -^aif f-)"^ — 1\ Fafto y = o, fit 



I-m 



5 c- JLfli&(^{-.)™ ~ 1 ) J quod indicat tam contradiftionem fuppofitionis , 
fieri poffey =0, quam impoffibilitatem fpatii afymptotici limitem determi* 
nandi. 

3®. Sit f» = I. Hoc cafu -.- = y = -^ _ , quae eft aequatio differentialis 
logarithmica. Proinde S = ab(^C+log.a + x). Et quoniam 5 evanefcit, fafto 
jc ='o; fit C = — log.fl, & 5= flMog-^y^. Proinde fpatia hyerbolica ^BPM 
crefcunt ut logarithmi rationum SP : SB abfciffarum. 

Geometricam proprietatis hujus hyperbolae conicae demonftrationem ad cal- 
cem hujus capitis differre fatius mihi effe videtur, ne principalium propofitio- 
num feries nimium abrumpatur. 

Quando fn% i; alterutrum fpatiorum afymptoticorum , ordiriata aliqua AB 
feparatorum, limitem habet magnitudinis. Cafu autem, quo «= i , utrumque 
horum fpatiorum majus fieri poteft quocunque fpatio dato. 

§. loi. Quoniam curvae parabolicae & hyperbolicae magni funt in theoria 
curvarum momenti ; haud abs re erit earum quadraturam paulo aiiter invefti- 
gare , & ad prima limitum rationum principia reducere. 

1°. Curva quadranda fit paft-abola SMM^ cujus aequatio a^it/ = x^. Ad Fig.s^. 
verticem S ducatur tangfens SA; ducatur etiam adMtangens curvae, quae axi 
SP occurrat in T- Ducatur ordinata m'p'; per M & jvi' diicantur ipfi SA per- 
pendiculares MQ^ m'q\ quae ipfis m'p\ MP (produftis, fineceffe fuerit) in 
m &im occurrant. 



Reft- 






Fig.a5. 



i5a 



Reft. MPPm 
Sed lim. Mm 
et MP 

Ergo ]xm.{MPxmm 



I I 



reft. Jf QQ m' = MPy. Mm 

M'm = pt 

MQi = MP 

MCly.M'nO = PT 

= PT 



MQ.X M'm. 




MP 


(§. 40.) 


MQi 






MQ, 


(§• 


14.) 


SP 






m 


(§. 


42.) 


m 


(§. 


15.) 



= I 

Proinde lim,f.reft.iIfP/^f»: lim.f.reft.ilfQQ w'= i 

Sed Jpatium parabolicum exterius <SMM*9' limes eft fummae reftengulo- 
rum huic infcriptorum MQQ'm\ & fpatium parabolicum ii^ternum SMM'p 
limes eft reftangulorum Iiuic pariter infcriptorum MPP'm; proinde (§. 4.) 



I— I 



I _i 



feu 
hinc 



SMMP 
SMP 
SPMQ 
SPiMQ 



.1 _ I 



SMM 9=1 
SMO = I 

SMP = fn+i 



m 
m 
I 
fif. 



SM(^ = M+i : 

2^. Curva quadranda fit hyperbola, cujus afymptotae SP^ SQ^ & cujus 

■ 

aequatio eft y(a -f jt)™ = a»«A. Per M ducatur tangens, quae afymptotis in T & 
T* occurrat. Sint AfP, MQj m'p\ m'(^' reftse afymptotis ordinatim appli- 
catae. Reftae MPy M'9' fibi mutuo occurrant in w , & reftae MQ, m'p' fibi 
mutuo occurrant in wi. - 



Rea.MPPm 
Sed l\m.M*m' 

lim. MP 
ergo ]im. MFxMm' 



I »»i 



I I 



reft.«QQlf = MPy.Mm 

Mm' = PT 

, 'i»Q = MP 

wQ X JHw' = J^T 

= pr 



^QxJtt»'. 
MP (§.40.) 



JlfQ 
5i» 



(§. 14.) 



(§. 42.) 
(§.15.) 



Ergo lim.(f.rea.W»»P' : f. reft.»»QQ'7K') = ' i 

Sed fpatium hyperbolicum ABP'M' limes eft fummae reftangulorum PMmP 
(§. I.), & fpatium hyperbolicum ATX^M limes eft fummae reftangulorum 
mqQ(M. Ergo (§. 4.) ABPm' : ADQ^M' = i : » 

atque etiam ABPM : ADQJli «=1:1». 



1«. Sit 
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I». Sit»i<:i; trH JBP1B> ADqM; 6cABPM^ADQM^MRBP^ARqp 
= MqSP^ABSb. 
Quoniam ABPM : ADQM = x : m 
ABPM : MQSP^ABSD - i : i— « 
& ADQM : MqSP^ABSD = m: i— «. 

a». Sit«>i; ent ABPM<ADqM, ^ ADqid^ABPM^ARqp^MRSP 
ss ABSD—MqSP. 
Quoniam ABPM : AD^M = i : m 

ABPM : ABSD—MqSP = i : «i— i 
& AOQiM : ABSD—MQSP = m : m—t, 
3**. Sit f»s= I. Nil aliud inde concludi poteil, mii quod ABPM^ADqM. 

$. 102. Quadratura parabolanim & hyperbolarum viam ftemit ad qua- 
draturam plurimarum curvarum , quarum fuperficies ab illarum fuperficiebus 
pendent. 
Sit exempli gratia bby = xx(a'x) 

erit ^=y=2f^ 5 . if^^ - ^l!%il>. 

dx bb bb bb 

Sit ^ss o, quando x = o, & fumatur fuperficies refpondens abfciflas x^ay 
erit S = ,V^. 

Sit in genere 
fcm+n-iy = ^«(fl-x)»; erit 

d5 _ xi^Qi^xY 

djc 4»+»-i 



^m+n-i 

Unde 






^m+ii-iVfii+i I 111+2 I a m+3 1 3 #«+4 ^ 

Quae feries abnunpitur , fi fuerit n numerus integer & pofitivus, 

Curva propofita fit circulus, cujus aequatio eft yys=rr— jcjc; 

AS 

r^. 8s yz^zVffxx. Formula integranda in feriem convertatur; crit 
ax 

U d5 



dx 
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dS 



XX 



•lO 



dx 



, ^^ t_ 1 X^ 1. 1 3lX^ t L 1 IX^ I 2. « 

*r ia/-3 12^ f5 ial?r^ sr^ 



• • • 



c ,^ II*' 14 I*' i 5 I*' _ I # i*'_i t t *" 

Sit x=sr, & proinde S quadrans curculi ; erit 

*= '^'^(1 — 3-7 T'T T5*T — T5T*7 — TSlo' TT — • • ♦ -J 



bb 



Si curva propofita effet ellipfis, cujus aequatio eft ^ = —(aa^xx); for- 
mula eadem eft faciendo rr = afc 

Cuf va propofita fit hyperbola conica ad axem transverfum relata , cujus 
aequatio eft yy = — (jfjf-ai). 



dS b^y^, y, b f ^aa t ta"* t j, in® jl t 1 ^a^ ^ 



2 3 4;C 
8 



5 = C+-(ixx-§aalog.x+|.|.|— +I.|.|.i.^^+|.,.a.i. — + 



Sit 5 = Q, quando x = a;. 



- -/,T X T 1 X ,. joa^xx-^aa) , a^r^r^-a^) 5 , ao( 

5'«^((|xx.aa)4aalog.--+i.i-i^-2 — + iV-i-^-^^-?— +YfT-|-— 



6 



jc^-a^) 



+ ••)• 



Obfervatio i. Hyperbolae conrca? ad afymptoton relatae quadraturam ad 
logarithmos reduci fuperius vidimus (§. 100.)^ ideo etiam quadratura curvae 
hujus ad logarithmos reduci poterit, ad quemcunque axem eurva referatur. 

Reipfa ex ratione differentiali -^ = —Vxx^aa 
^ ax a 



\ 



x^Vxx^. 



confequitur etiam S = j^ab log, ^" ^ ^x-f^ + l-x Vxx - aa 



lab log. 



a 
a 



— - —•^-^xVxx-aa. 

x+Vxx^aa a 



Si vero hyperbola ad axem fecundum refertur, ut aequatio lit 
yy = ^(^Jf+W),. & ^ =y= ^r^ixx+bb); pariter eft 



iflilog. 



djc 

* _ + 1 i;cr Jfx+i& 



rXxx+bb^-^x 



Obfer* 
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Obfervatio %, Ad duas fonnulas -- = Y^m-xx^ — = Txx±_(m, redu- 
cuntur quam plurimae aliae formulae , quae proinde in terminis finitis integrabi- 
les cenfentur; cum in promtu fmt quadratura ( appropinquata ) circuU, & ta- 
bulae logarithmicae. 



formuise 



d£ 
d* 



6x 



=s jif«"?^(ao-je*) 



aut ad duas 



\ 



X X 

formulas praecedentes reducuntur; aut ad formulas ^^_^ , & y^jiix+aa ' 
quae funt immediate integrabiles. 

Sit aequatio curvae logaritluuicae ^ ^ * » erit dy y * 

^ Sed ^= y 

ergo ^=— /, & fcC— /ff. 
d* 

Sit S « o, quando y = *; erit C= **, & S = t(b'-y^. Quoniam tf minor 
fieri poteft quacunque quantitate propofita, limes fpatii afymptotici curvaeloga- 
rithmicae eft bt. Quae formulae immediate poffunt ex primis limitum principiis 

demonftrari. 

Sit aequatio generalis | cycloidiun y= y"(arj;-jfjir) + 5arc.fin.v.— . Fafto 

x ^ X AV ^ 

V^ X arc.fin. v. -=- , fit. arc. fin. v. — = -j- — 



proinde ^. = r^vrx-xx^ + *^— * 



Ax "rCzrx-xxy 

X 



dx 



dx , V"{2rx - xx) 

TTrzrx-xx) + R~+ R- *""* r — ' ™ rj 

'^ ' dx n^trx-xx) T(jxrx'xxy 



Rr 



hinc 5= irrarc.fin.v.— — iCr-jf^J^Cafx-jpjf) 

+ ^ X arc. fin, v. — + R 'TQirx -xx^ 

r 

— J?rarc. fm,v. — 
• r 



Sit X = ar; erit S = 'ii^V. 



U 3 



Sci. 



j^ 
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Scilicet area cycloidis eft ad aream circuli genitoris, ut 2R + r:ri6c 
nominatim cycloidis vulgaris area ell tripla area circuii genitoris. 

§. 103. Quoniam ~ = y; erit (§. 35.) juxta feriem BernouUianam 



dx 



_ x^ dsf ^ x^ ddy x^ 4!^ , ^^ A^H 



5 = jcy 



d5« 



^* • • • • 



i.a djc^i.a,3dv* i.2...44v3 i.2.;.5djf^ i.2...6djf^ 

Cum autem quadratura curvarum una fit ex prsecipuis calculi integralis ap« 
plicationibus , liaud alienum ab re erit formulam lianc accuratius explicare, in« 
timumque ejus cum metliodo exliauftionis nexmn oftendere. 

Sit curva quaecunque ad axem aliquem relata, cujus curvae fegmentum 
coordinatis x &.y terminatum denotet S. Abfciifa axis in numerum quemcun* 
que n partium Lx mutuo aequalium divifa , infcribantur & circumfcribantur cur« 
vae re6^angula ad normam §. i. Ex. 3. 

Reftae axi prdinatim applicatde, quae abfcillis x, j^-Ajc, jr-aAjr, ^'3^^ 
jr-4Ax • • • • Jf-(»- j)Ajc refpondent, funt refpeftive (§. 31.). 



^ Ajc^ . Axaddy__ ^f^^+ _^4!y 
^"" Tdjf iTTd*»'" 1.2.3 djf' i.2..4^* 



i.a..5 d*5 



^t • • • • 



«-2~ ^ + 0.^— ^— 3'— ^ + a*— ^— a5ifL<^'y + 

^ I cU 1.3 d** 1.2.3 djf^ . i.a..4d*^ i.a..S cC«^ ,* * 

^ ^ 1 d* ^ ^ 1.2 d*» "* 1.2.3 a^^^ "^ i.2..4d**- ^ i.i.,sl^^ — 

V-4^^4. 4«^*fe-4»-^' ^+ 44_^d4y_ A*f_d5y , 

^^ ^i dAT^ ^ 1.2 d*» "^ 1.3.3 dAr3 ^ ^ i.2..4d*4 * i.2..sd*'^ 

• ... 

^ I djf 'i.2djf»^ i.2.3djc3 i.2..4dx^ ^ i.2..S6x^^ 

Reftangula curvae circumfcripta funt refpe6tive produfta harum expreffio- 
num per altitudinem communem Lx; tandemque fumma reftangulorum cir- 
cumfcriptorum eft fumma omnium horum produftorum, nempe 
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ifAx.m ss vAjc.m 

I cU I cU 

4f!^(i.+a»+3»+4»+.. .(«-!)«) + ^^(f.i»...«-i«) 

-^^(13+^3+33+43+.. .(^1)3) _ ^d3| j.^,^^^^ 

1.2.3 dx' i...3djf3 



— _^df|(i'+3'+3'+4''+...(«-i)*) - — ^(f.i'...ii-i5). 
1.3...5 d»5 ^ ** > ' / 1 2 ^5 >> > 

,+------- + 

1 djc^* 
+ ^d^(|««+£«»+G.) 

- ^l!|(^«4+^,3+o,»+D«) 

+ ^*^(i»«+Bfl*+Oi3+Zfa»+Z0) . 

— ^^(|»6+5l|5 + Ol* + D»3+^»+^) 

+ --. 

- i.^(|x»+J*AJ») 
I d* 

+ -1 ^(|x9+5*»A*+C«A**) 

L» ^ (4xf +5j»3iix+ Of »Ajv* + D*Ax3) 

1.2.3 d^ 

+ _L_ ^ (|x«^+ J?;e42ix+C»3iix* +£>x«A*3 + ExAx^) 

i— ^ («x<i + Jjf5/:U+C)e4Ax» +Z?x3A;c» +£»jcA;f4 +2JVAJf») 

i.2...sd*» 



+ 

U 3 Pro. 
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Proinde limitis fummae reftangulorum circumrcriptorum , hoc «ft , areae 

_ * 

fegmenti curvae expreffio limes «ft fummae omnium horum terminorum; nempe 

x^ iy x^ ddy x^ d^y x^ d^y x^^^i/ , 
1.2 djf 1.2.3 djf* i...^dx^ i.,.%dx'* i.^bdx^ 

Eademque 'methodo proceditur per reftangula curvae infcripta, 

SchoHum. Methodus, qua parallelogramn?orum curvae aiicui circumrcripto- 

rum fumma determinata fuit, exempli loco efle poteft methodi, qua ferierum 

plurimarum fumma, juvante theoremate Tayloriano, tid poteftatum numero- 

rum naturalium fummsfs poteft reducL 

§. €04. Si curva referatur ad aliquem focum, ut coordinatae fmt radii 

■ 

veftores ; & anguli, quos hi radii cum aliquo radio veftore pofitione dato comr 
prehendunt : quadratura curvae fic determinatae iisdem nititur principiis, 
Fig. 26. Sit SMM* curva ad focum F relata per radios veftores FAf, FM\ & an-« 

gujos SFM, SFM\ tiuos radii veftores FJtf , FM* cum radio FS pofitione dato 
.5 comprehendunt 

J ' Centro F, radiis FM^ FM\ defcribantur arcus Mm^ Jlitm\ ut curvae infcri- 

bantur atque circumfcribantur feftores circulares MFin^ M'Fht\ Seftor curvae 
\ MFM' major eft feftore circulari infcripto MFm] minor autem ch-cumfcripto 

M'Fm. Cum autem ratio aequalitatis limes fit rationis radiorum FMj FM'; 
ratio aequalitatis limes etiam eft rationis feftorum circularium MFtn, MFm; 
& a fortiori limes rationis feftoris curvae MFM\ & feftoris circularis MFhi. 
Radius magnitudine datus FS fit r, & centro Fradio F.? defcribatur arcus cir- 
cularis , qui radiis FM & FM' in punftis -X" & ^' occurrat Sit etiam tt cir- 
cumferentia circuli, cujus radius eft unitas; fit angulus SFM=s x; aogulus 
JiIFM'=i A*, & feftorem curvae SFM denotet S; unde MFM' = A& 
lim.MFM' : MFm = ^ i ; 1 

MFm : XFJt = MF» : FS* ^ 

=s yy : rr 
cr<TO Um.MFM' : XFlt, =1 yy x rr 

■\ ]Jm.MFM' i ^rr^ =s yif z rr 

lim. 
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nm.A^ : lrr~ :=x yif t rr 

hm.— :|rrxi= yu i rr 



feu ^ : §rrxi= yy 



rr 



et _ . = — yy, quae eft aequatia differentialis fiq)er- 

ficierum curvarum ad focum pcr radios veftores relatarum. 



Exempla. Sit y =2 rl , quae eff agquatio {piraRs Archimedeae. 

3 

chimedeae crefcit in ratione tripiicata angulorum SFM^ feu in ratione compo- 
fita ex duplicata ratione radii veftoriis FM & ratione fimplici angufi SFMy feu 
tandem: ih ratione triplicata radii veftoris FM. 

X Nam ^S 



quando jc=o; crit 5=a|rr^ = |yyx— = ^— . Nempefuperficiesfpii-afisAr- 



Ci. rx\^ .. /^jcv'" d> I I rx\vfi 



1 AT 



Superficies igitur omnium fpiralium, quarum aequatio eft y = r^f ^ , funt in 

ratione compofita ex ratione angulorum SFM fimplici , & ratione radiorum ve- 
£korum FM duplicata^ 

Sity=snp»,. quse eft aequafeio; fpiralis logarithmieae; erit — =iyy^irre^^t 

ax 
S:=i\rte^ = \yy. Proinde fuperfieies fpiralis logarithmicae crefcit in ratioiie 

duplicata radiorum veftorum, feu eUam in progreffione geometrica.. 

Sit y = rfec.^f;^, quge eft aeq^iatio parabolae ad focum relatae, in qua r 

aequalis quadrantl parametrt, Erit — = |yy = |rrfec.^|Ar; unde 

S=rr tang.f X (i + ftang. ^\x) = rr Ctang.^x + |tang. ^^x). 

§• 105. 
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§. 105. Cum quadratura curysHrum ad focum relatarum reducatur ad in«* 
tegrationem dequationis difTerentialis — _ s yy : quadratura h%c etiam potell 

obtineri per feriem Bernoullianam, prouti in §• 36. extenfa fuit. 

Erit fcilicet 2S ^ xyy 

AT* dy 
i.a djc 

i.2...6^ djf* dJc^ d» djf'» dxV 
+ - - - ... - 

Si opus foret, eandem formulam ad methodum exhauftionis immediate 
reducere , & ex primis limitum notionibus inferre liceret , uti in §. 103. 

§. 106. Quemadmodum data curvae «quatio ad fuperficiei ipfius deter- 
minationem conducit; ita viciflim cognitio hujus fuperficiei potefl: relationem 
coordinatarum curvae fuppeditare. Quod paucis exemplis illuftrare fufliciat 

Sit5=L*e,; erit^=iy + I;,^ 
«» diX m m QX 

atquid£ = y;ergoy = I.y+^.| 

Ct ww =s tf + jc^ 

1«. Sit w = I ; fit o = x^\ unde $ =a o, & y =3 C. Qui cafus cft re- 

dJir dx 

danguli, cujus altitudo magnitudine datur. 

a°. Sit »i>i; fit tf(m-i)=*$^; feu ^.1= -i-.i 

unde C+log. « ss ~ log.y. 

■ • 

log.ax =3— Llog.y. y=sflw-ix»-i. 

Si 
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Si m=32; fit y=:aXf quae efl aequatio ad lineam reftatiL: in reliquis ca^ 
4 fibus curva eft parabolica , . ad axem aut ad tangentem ex vertice duftam 
relata. 

3*. Sit w< i; fit y(i-w) + x^ = o; unde (i-m)log.y + log.af salog.C; 

(XX 

yi-mjp -2 c^ quge eft aequatio hyperbolarum ad afymptoton relatarum. 

Sit 5 = ,(*-»). ^ =- '^. Sedf =,: ergo, = _,i. & 

i=— — Xi^; hincx=aC— <log.y. Sit jf=a, quandoysri; jcs/log.6— /log.y, 

X b 

feu -^ = log.— , qu3B eft aequatio curvae logarithmicae. 

Curva referatur ad aliquem focum; & fit^ 5 = yy X — . Erit 
^ = yyxi + ^y^x^- Atqui ^=yy(§.io4): ergoj/y(i.l) = ^y-^x^; 

feuy(r.i) = 2x^, &-4f^x- = -X-i-; hincC+xiog.;^ =-i.log.y; feu 

ax ay %x y r-i r-i •^ 

llog.ax = — ^log.y, a»=yr-i, quae eft aequatio ad fpirales vulgares, 

Sit5 = £yy; ^5^^£ dy^ -^p dy ^ 1^-^=-; 
5^^' djf q^&x ^^ q &x P dy y 

C + l^x =^ log. y , quae eft aequatio ad fpiralem logarithmicam. 

Appendix. 
De quadratura hyperbola conica. 

Ne feries propofitionum principalium , hoc capite contentarnm , abrumpere- 
tur; fatius effe ratus fum particularem hyperbolae conicae quadraturam geome- 
trice confideratam feorfim exponere , ut fequitur. (Vid. §. 99.) 

§. 107. Limma. Si curva quaecunque diametro fit praedita (hoc eft, fi 
datur refta , quae omnes re6las fibi mutuo parallelas & curva utrinque termina- 
tas bifariam fecat): dico, hanc diametrum fpatium quoque curvilineum in 
duas partes aequales dividere. 

X Etenun 
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Etei^m curvae infcribantur & circumfcribantur parallelogramnoia (ad nor« 
mam §. i. Ex. 3.). Parallelogramma haec bina fumpta ad utramque diametri 
partem funt mutuo aequalia; proinde & fummae horum parallelogrammorum 
ad utramque diametri partem funt invicem aequales : unde & limites harum 
fummarum, nempe duae partes fpatii curvilinei ad utramque diametri partem 
fitae, sequales funt. 
Fig.a7. Theorema. Super afymptoto hyperbolse conicae fumantur a centro C reQx 

Cjf, CA\ CB, CB' in proportione geometrica. Per pun£bi A, A\ B, B' 'agan- 
tur reftae alteri afymptoto parallelae, quae hyperbolae in pun6tis D, D\ E, £* 
occurrant. Ex centro C agantur reftae CD, CD\ CE, CE'; dico, feftores 
DCD\ ECE\ & trapezia ADD'A\ BEE'b\ effe mvicem aequalia. 

Jungantur re6he ED\ E'D, quae afymptotis in G, H, G', H' refpeftive 
occurrant. Notum eft, fore GE=D'H, G'E'=: DH', 
Propter parallelas EB, CH eft GB : GE = A'C : D'H 

atqui GE=i D'H 

ergo GB = A'C; & pariter B'G'i=iAC. 

Atqui(hyp.) CA:CJ=CB:CB'=iE'B':EB (quoniam CBxBE=:CB'xB'E'}; 
ergo G'B':GB =E'B':EB; proinde triangula G'B'E\ GBE 

futtt invicem fimilia, & reftae G'E', GE funt invicem parallelae. Ducatur CF^ 

m 

qu3e reftam GH bifariam in F fecet. Quonlam GF: G^ = CF: CF*= FH: P'H'; 
erit etiam G'F' = F*H'. Atqui GE=D'H, & G'E'^DTf; ergo EF=^FD', & 
E'F=:F*D. Proinde refta CF eft diameter hyperbolae, & fpatia SEF, SE'F 
refpeftive aequalia funt fpatiis SD'F, SDF*. Sed triangula CEF, CE^F' refpe- 
ftive aequalia funt triangulis CD'F, CDF'; ergo & fpatia CES. CE'S refpeftive 
aequalia funt fpatiis CD'S, CDS; proinde & feftores ECE'^ DCD' funt mvicem 
aequales. 

Reftae^D, CD' fibiinvicem occurrant in L Quoniam CAxAD=CA'y.A'D' 
femper eft triangulum CAD aequale triangulo CA'D': hinc, fublato utrinque 
fpatio communi CAI^ & adjefto utrinque fpatio communi DID\ fit fector DCD' 
aequalis trapezio mixtilineo ADD'A'; eodemque modo iectotECE' aequalis eft 
trapezio 5££'jB'. 

Corol. 
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Corollarium primum. Super afymptoto 
C^ fumantur abfciffae quotcuaque 
in progreflione geometrica, & ducantur 
ordmatae 



CA, CA, CA, CA, CA ...CA^ 

AB, A'B\A'B\A^B\^y\..A^B^ 

Omnia trapezia AB\ Ab\ a'B\ A^b'\ A^^B \ . . ^n-ib» 

funt invicem aequalia ; & proinde fpatia hyperbolica udB^ crefcunt ut logarithmi 
abfciflarum C^, Cf. 

Corollarium Jecundum. Datis in afymptoto duobus punftis quibuscunque -/f , 
ji^; nullus eft limes numeri abfciflarum ia progreflione geometrica, cujus expo- 
nens CjP^ : Cjf, crefcentium , quae in afymptoto produfta CA fumi poflunt. 
Ouare nullus etiam eft limes numeri fpatiorum trapezio -^5^ aequalium , qu» 
in fpatio afymptotico fumi poflunt; ideoque nulius eft limes magnitudinis hujus 

fpatii. 

Corollarium Urtium. Detur ratio C^ ; Cjf. Ratio haec dividatur in quot- 
cunque n rationes CA' : CA fibi invicem aequales; proindeque trapezium hyper- 
bolicum jIB^ dividatur in eundem numerum partium aequalium jfB\ AEt^ 
jfBT. . . . A»-iB^. Ducantur Bb' , B'b afymptoto CA paraUelae , quae ipfis AB\ 
A^ inb^ &c b occurrant Quoniam 
CJ : CA ^CA: Ca" 

CA^ CA : CA^ CA^ CA : CA 
feu AA : AA ^AB': AB, & AAy.AB = AAy.AB'\ & fic dein- 
ceps : unde omnia parallelogramma fpatio AB^ circumfcripta funt invicem aequalia. 
Quoniam ratio CA^ : CA datur : eodem manente numero n , pariter datur ratio 
CA : CA\ adeoque & ratio aA : CA, feu ratio parallelogrammi ABbA ad 
potentiam hyperbolae CA x AB fin,^. Et proinde etiam datur ratio fummae 
omnium parallelogrammonma fpatio AB^ circumfcriptorum ad potentiam hy- 
perbolae ; & proinde limes fummae horum parallelogrammorum feu fpatium AB^ 
eft etiam ad potentiam hyperbolae in eadem ratione data. In diverfis itaque hy- 
perbolis trapezia, duabus ordinatis, aut duabus abfciflis, quarum ratio datur, 
refpondentia, funt inter fe uti potentiae harum hyperbolarum ; feu potentia hy- 
perbolae eft moduius fyftematis logarithmici ad hanc hyperbolam pertinentis. 



Tig.%%i 



X 2 



Appti' 



Ete^im curvae infcribantur & circumfcribantur parallelogranuna (ad nor^ 
mam §. i. Ex. 3.). Parallelogramma haec bina fumpta ad utramque diametri 
partem funt mutuo aequalia; proinde & fummae horum parallelogrammorum 
ad utramque diametri partem funt invicem aequales : unde & limites harum 
fummarum, nempe duae partes fpatii curvilinei ad utramque diametri partem 
fitae, aequales funt. 
Fig, 27. Theoremiu Super afymptoto hyperbolae conicae fumantur a centro C reftae 

Cji, CA\ CB^ CB'\vl proportione geometrica. Per punfta A^ A\ -B, fi*'agan- 
tur re£tee alteri afymptoto parallelaB, quae hyperbolae in punftis D^ D\ E^ B^ 
occurrant Ex centro C agantur reftae CD, CD\ CE, C£*; dico, feftores 
DCD\ ECE\ & trapezia ADD'A\ BEE'B\ effe invicem aequalia. 

Jungantur reftae ED\ E'Dj quae afymptotis in G, fl, G*, H' rcfpeftive 
occurrant. Notum eft, fore GE=D'H, G'£'= DH\ 
Propter parallelas EB, CH eft GB : GE = AC : D'H 

atqui GE = D'H 

ergo GB = A'C; & pariter B'G'=AC. 

Atqui(hyp.) CA:CJ=CB:CB'=E'b':EB (quoniam CBxBE=CB'xB'E'); 
ergo G'B':GB :=iE'B':EB; proinde triangula G'B'E\ GBE 

funt invicem fimilia, & reftae G'E\ GE funt invicem parallelae. Ducatur CF^ 
quse reftam GH bifariam in F fecet. Quoniam GF: G'F*=CF:CIi*= FH:F'H'i 
erit etiam G't^F*H\ Atqui GE=D'H, & G'E'=^DH'; ergo EF^FD\ & 
E^F^^F^D. Proinde refta CF eft diameter hyperbolae, & fpatia SEF, SE'F* 
refpeftive aequalia funt fpatiis SD'F, SDF*. Sed triangula CEF, CE^F' refpe- 
ftive aequalia funt triangulis CD'F, CDF'; ergb & fpatia CES, CE'S refpeftive 
aequalia ftint fpatiis CD'Sy CDS; proinde & feftores ECE', DCD' funt invicem 
sequales. 

Reftae^D, CZ? ' fibi invicem occurrant in L Quoniam CAx.AD=CA'y.AD' 
femper eft triangulum CAD sequale triangulo CA'D': liinc, fublato utrinque 
fpatio communi CAJ, & adjefto utrinque fpatio communi DID\ fit fector DCD* 
aequalis trapezio mixtilineo ADD'A'\ eodemque niodo fectoriEC£' gequalis eft 
tiapezio BEE'B'. 

CoroU 
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Coroltarium pritnum. Super afymptoto Fig^ %^ 

CA fumantur abfciffae quotcuaque CAf CA\ Ca\ CA\ CA'\..CA^ 

in progreflione geometrica, & ducantur 
ordinataB AB,A'B\A'B\AV,A"b'\..A^B^ 

Omnia trapezia AB\a'b\ a'B\ jCb'\ jCb \ . . ^«-iB» 

funt invicem «qualia ; & proinde fpatia hyperbolica AB^ crefcunt ut iogarithmi 

abfciflarum C^, CA. 

Cbrollarium fecundum. Datis in afymptoto duobus puhftis quibuscunque A, 
A^; nulluseft limes numeri abfciflarum ia progreflione geometrica, cujus expo- 
nens CA^ : CAy crefcentium , quae in afymptoto produfta CA fumi poflUnt. 
Ouare nullus etiam eft iimes numeri fpatiorum trapezio ^.S^ aequalium , qu» 
in fpatio afymptotico fumi poflunt; ideoque nulius eft limes magnitudinis hujus 

fpatii. 

Corolkrium tertium. Detur ratio CA^ : CA. Ratio haec dividatur in quot- 
cunque n rationes CA^ : CA fibi invicem aequales; proindeque trapezium hyper- 
bolicum Ah^ dividatur in eundem nimierum partium aequalium AB\ AB^j 
AlT. . . . A^-iB^. Ducantur Bb' , £'b afymptoto CA parallelae , quae ipfis jfB', 
A!'Bf in b* &c b occurrant. Quoniam 



. 



CA 
CA-CA 
feu AA' 



CA' ^CA: Ca" 
CA^CA^CA : CA 

AA ^AB': AB, & AAxAB = AAxAb'; & fic dein- 
ceps : unde omnia parallelogramma fpatio AB^ circumfcripta funt invicem aequalia. 
Quoniam ratio CA^ : CA datur : eodem manente numero n , pariter datur ratio 
CA^ : CA; adeoque & ratio aA : CA, feu ratio parallelogrammi ABbA ad 
potentiam hyperbolae CA x AB(in.A. Et proinde etiam datur ratio fummae 
omnium parallelogrammorum fpatio AB^ circumfcriptorum ad potentiam hy- 
perbolae ; & proinde limes fummae horum parallelogrammorum feu fpatium AB^ 
eft etiam ad potentiam hyperbolae in eadem ratione data. In diverfis itaque hy- 
perbolis trapezia, duabus ordinatis, aut duabus abfciflls, quarum ratio datur, 
refpondentia , funt inter fe uti potentiae harum hyperbolarum ; feu potentia hy- 
perbolae eft moduius fyftematis logarithmici ad hanc hyperbolam pertinentis. 

X 2 Appli' 



l63 

Etei^m curvde infcribantur & circumfcribantur parallelogramnia (ad nor^ 
mam §. i. Ex. 3.). Parallelogramma haec bina fumpta ad utramque diametri 
partem funt mutuo aequalia; proinde & fummae horum parallelogrammorum 
ad utramque diametri partem funt invicem aequales : unde & limites harum 
fummarum, nempe duae partes fpatii curvilinei ad utramque diametri partem 
fitae, aequales funt. 
Fig.27. Theoremtu Super afymptoto hyperbolae conicae fumantur a centro C reftae 

Ci^, CA\ CB^ CB'\n proportione geometrica. Per punfta A, A\ -B, fi''agan- 
tur re£tee alteri afymptoto paralielae, quae hyperbolae in punftis Dj D\ E^ B^ 
occurrant Ex centro C agantur reftae CD, CD\ CE, CE*; dico, feftores 
DCD\ ECE\ & trapezia ADD'A\ BEE'b\ effe invicem aequalia. 

Jungantur reftae ED\ E'Dy quae afymptotis in G, //, Q', H^ rcfpeftive 
occurrant. Notum eft, fore GE=D'H, G'E'^ DH\ 
Propter parallelas EB, CH eft GBiGE^ AC : D'H 

atqui G£= D'H 

ergo GB ^ AC; & pariter 5'G'r;^. 

Atqui(hyp.) CA:CJ=CB:CB'=E'B':EB (quoniam CBxBE=CB'xB'E*); 
ergo G'B':GB :=iE'B':EB; proinde triangula G'B'E\ GBE 

funt invicem fimilia, & reftae G'E\ GE funt invicem parallelae. Ducatur CF^ 
qu3e reftam GH bifariam in F fecet. Quoniam GF'.G'F*= CF: CF*=: FH: F'H'i 
erit etiam G'P' = F*H'. Atqui GE^D'H, & G'E'^DH'; ergo EF==FD\ & 
£y=JF'A Proinde refta CF eft diameter hyperbolae, & fpatia SEF^ SF^F* 
refpeftive aequalia funt fpatiis SD'F, SDF*. Sed triangula CEF, CE'F' refpe- 
ftive aequalia funt triangulis CD'F, CDF'; ergo & fpatia CES» CE'S refpeftive 
aequalia funt fpatiis CD'Sy CDS; proinde & feftores ECE', DCD' funt invicem 
sequales. 

Reftse^D, CD' fibi invicem occurrant in X Quoniam CAx.AD=CA'y.AD' 
femper eft triangulum CAD aequale triangulo CAd': hinc, fublato utrinque 
fpatio communi CAIf & adjefto utrinque fpatio communi DID\ fit fector DCD* 
sequalis trapezio mixtilineo ADD'A'\ eodemque modo fector£CiE' aequalis eft 
tiapezio J££'jB'. 

droU 
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Corollarium prifnum. Super afymptoto Fig. %ii 

CA fumantur abfciffae quotcuaque CAf CA\ Ca\ CA\ CA'\..CA^ 
in progreflione geometrica, & ducantur 

ordinatae AB,a'b\ a"b\ jCb\ jCe^\ . • ^n B^ 

Omnia trapezia AB\ Ab\ a'B\ M\ A^ \ . . A^^B^ 

funt invicem «qualia ; & proinde fpatia hyperbolica AB^ crefcunt ut logarithmi 

abfciflarum C^, CA. 

Corollarium Jecundum. Datis in afymptoto duobus puhftis quibuscunque A, 
ji^; nulluseft limes numeri abfciflarum ia progreflione geometrica, cujusexpo- 
nens CjP^ : C-^, crefcentium , quae in afymptoto produfta CA fumi poflunt. 
Ouare nullus etiam eft Umes numeri fpatiorum trapezio ^^^ aequalium , quae 
in fpatio afymptotico fumi poflunt; ideoque nulius eft limes magnitudinis hujus 

fpatii. 

Corotlarium Uriium. Detur ratio C^ : CA Ratio haec dividatur in quot- 
cunque n rationes CA' : CA fibi invicem aequales; proindeque trapezium hyper- 
bolicum -/^fiN dividatur in eundem mmierum partium aequalium jiB'^ AE^^ 
JeT. . . . J^-iB^. Ducantur Bb' , B'b afymptoto Cji paraUelae , quae ipfis jfB', 
^'8" in b' &c b occurrant. Quoniam 

Cji' =C^': C^" 
Cjf-CJ^CA \ CA 
AA ^AB'\ AB, & AAy^AB = AAy.AB'\ & fic dein- 
ceps : unde omnia parallelogramma fpatio AB^ circumfcripta funt invicem aequalia. 
Quoniam ratio CA^ : CA datur : eodem manente numero n , pariter datur ratio 
CA : CA\ adeoque & ratio AA : CA^ feu ratio parallelogrammi ABbA ad 
poten^am hyperbolae CA x AB{\x!i.A. Et proinde etiam datur ratio fummae 
omnium parallelogrammonma fpatio AB^ circumfcriptorum ad potentiam hy- 
perbolae ; & proinde limes fummae horum parallelogrammorum feu fpatium AB^ 
eft etiam ad potentiam hyperbolae in eadera ratione data. In diverfis itaque hy- 
perbolis trapezia, duabus ordinatis, aut duabus abfciflls, quarum ratio datur, 
refpondentia, funt inter fe uti potentiae harum hyperbolarum; feu potentia hy- 
perbolae eft moduius fyftematis logarithmici ad hanc hyperbolam pertinentis. 



CA 
CA- CA 
feu AA' 



\ 



164 

Applicatta i. Hinc confequitur menfura fpatii hyperbolici inter duas reftas 
afymptoto ordinatim applicatas, quarum ratio datur» comprehenfK Scilicet 
fumatur logarithmus naturalis rationis harum ordinatarum, & per hunc loga« 
rithmum multiplicetur potentia hyperbolae. 

tig*^?» AppKcatio %. Hinc etiam fluit menfura fpatii cujuslibet hyperbolici. Sit 

V. gr. C5 = a femi-axis transverfus hyperbolae, & quaeratur fpatium ESF. Sit 
Sbz=b femi-axis fecundus; & fit 56* afymptoto CB ordinatim applicata , feu ipfi 
EB parallela; atque potentia hyperbolae, nempe 0&'x6*5fin.C, feu ^ab , dicatur P. 

ESF=iECF-^ECS=ECF^EBb'S:=i ECF—Plog.^ =; ECF+P\og.^ 
= fiCfl-Plog.^ = BX:F+Plog.°i^ = ECF+ Plog.(^- §■) 



= ii^n^-^^+i^iog-jqry^j- 



Caput Undecimum. 
De rectificatione curvarum. 

§. I08» 
T? atio aequalitatis limes efl: rationis arcus cujusvis curvae ^A, chordam fuam 
(§• 47')- Hoc principio nititur reftificatio curvarum. 

Etenim fint at & y abfcifla axis & re6te axi huic ordinatim applicata fub 
angulo refto. Sit S arcus curvae : eft lim. A5 : iT^Lx^ + Ay ») =1:1 

»Ho. ■ feu lim.^:r(. +^) = .:. 

fe« ^^ = r(.+C^>.:. 



&promde ^ = y(i+(fe'). 



Eadem 



^ . 16S 

Eadem aequatio differentialis poteft etiam ex §. 49. obtineri. Quonlam eft 

^ =s fm.P-«rr, eft ^=3 cofecP^r: fed cotPMT =^ ^ (§, 49.); proinde 

ZecPMT^ nt + (g)'); hinc g = r(x+(|)^). 

Quodfi autem angulus coordinatarum non eft reftus , ponatur hic angulus 
«cp; eritque eodem modo ^ = '^Ci— ^^cof.(p+(^)'). 

Data igitur aequatione curvae reftificatio ejus ad calculum integralem re- 
ducitur. 



I 3 

Exemplum i. Sit pyy = x^ , feu p^y =3 jc^ ; erit 



ax 



unde 



S=C+^V^^J|^ Sit>==o, quando^ = o; 5==Vy((4^^ 
Proinde parabolae, «quatione pyy ^ x^ determinat^, reftificatio abfolute ha- 
betur. 



d5 



Exemptum 2. Sit yy ^aa^xx, feu y = 9^(aa-Arx) : hinc 2:^ = 



qu3e eft aequatio difierentialis arcus circuli. Fit itaque 



&x r^iaa^xxy 



dS 

Ax 



XX , I 1.3 



= I + i . — + ^ 



aa 2^ i.a 
3 



£^ , I 1.3.5 

fl* -3^ 1.2.3 



a^ 2^*i...4 



JC» 
no 
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fjcMip/fM» 3. Sit yy « 4f J^. y = iVpx, ^ ^rZ; ^ = ri-ff , quae 
eft sequatio diiferentialis arcus parabolse. Unde erit 

, pofitOff=fl^-i», 

qu3e eft aequatio difierentialis arcus eUipfeos. Hanc formulam terminis numero 
finitis integrare, aut faltem'ad arcus circulares aut ad logarithmos terminis, 
finitis reducere, firuftra huc usque fuit tentatum. 

X 3 Nume- 



Exefnplum 4. Sit yy == —(aa^xx^, ^ = L . 

aa ax a 7^(00- xx^ 
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Numerator T^C^ — xx)=ay^{^— — ) iu feriem convertatur: fit 

^ee ^ee aaJ 

^et ^ ^e a aa a* i.2 ^a^ ^a^ 2^ 1.2.3 *^ ^'^ 

dJf 3^ai-jfArV na oa 2^ 1.2 ^fl^ ^a*^ 2"* 1.2.3 ^^ «^ 

Integratio uniuscujusque termini hujus feriei reducitur ad arcus circulares; 
& nominatim , fa6lo jt s= a , quadrans perimetri ellipfeos reducitur ad quadran- 
tem circumferentiae circtili ferie regulari, quae fequitur. 

5-fl»rr 11^^^ 1 3il £l. I «-3 S:3d ^^ . ^ i.3-S2:-l**. 
"^^ ^ ^ oa a* 1.2 4.2 a^ ^3 i.a.3 6.4.2 a^ 2^ I...4 8...2 a» 

Quae feries promte convergit , fi exigua fuerit ellipfeos excentricitas e. 

-ffiquatio differentialis reftificationis ellipfeos poteft etiam paulo iimplicius 

Fi£. 20. obtineri , ut fequitur. Sint CjI , CB dimidii axes ellipfeos. Centro C radio 

Cj4 (v. gr.) defcribatur quadrans circumferentiae ^ND^ cui CB occurrat in D. 

Tum angulo jICN difto ;k, erit CP«=afm.«, NP ^ acoLZy MP=^bcoi.z, 

^=^acor.z,y^^^bfm.z; hinc 
dz dz 

^ = r(flacof^«+Wfin.«:5) = ar(i— ^fin.»;») = *r(i+ ^cof.?^) 
d^ aa 00 

^ aCi-l'irm.^z-^.^'-^rm^z^^^ 

^ ^flfl 2^ a^ 2^ 1.2.3 * ^ 1—4 ^* 

Fafto « = 90 oritur eadem feries, quam prius obtinuimus. 

Vxx^^ 

Exemplum 5. Sit yy = —(xx-ad), fit ^ = -. fl, pofito ee^bb+aa, 

aa ax a y^xx^aa 

quae eft aequatio diflferentialis arcus hyperbote : numeratore in feriem converfo 
integratio ad logarithmos reducitur. 

Exemplum 6. Sit y = y"(2rJt.jcy)+rarc.fin.v.^, quae cft «quatio cyeloidis 

r 

vulgans. cU ~ njxrx-xxyT^-irx-xx) Y^i^vx-xx) x * 

^= >^£r, S = aKr*. Fafto jc = ar, 5 = ^r. 

Fit 



I 
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Exemplum 7* Sit y = y"(2rx^xx) + ^arc.fin.v,- , quae efl: «qUatio cycloi* 

r 

dum prdtra6teram aut contraftarum, 

Fit j- = , r^Cn^-ir^x)'') ^^^ formula reducitur ad reftificationem 
ellipfeos methodo fequentL 

Fiat r— *=: — — .: erit — = -•. —p ^^ ,,. . — ^tttzt^: 

2B > dz B r((H-^X-^*)) 

fiat jiA^ 2Br; erit ^ = ^^(^+^lJff) 

fiat 5= -ff; erit ^ = a ^^ Rr-zzT ^"*^® '^®^ ad reftificationem ellipfeos 
teducitar. (Ex. 4,) . 

§. 109. Reftificatio curvarum ad focum aliquem relatarum eodem modo 
determinatur , aut etiam paulo aliter, ut fequitur. 

Sin. FMT = y^ ( §. 49. ) ; hinc ^ = y cofec. FMT. Atqui ng. »5. 

eot.-K*rr« i.&,- & proinde cofec.Fiirr=r(i+-I..^'^; hinc 

^ = r(/H.(|)'> 

ExempUm i. Sit y=r.(-) , quae eft aequatio fpiralis logarithmicae. 

g = rlogi. (i)'. g=<i)Vc,+Iog.»i);5=yr(.+Iog.'i): „„<,. 

etiam arcus fpiralis logarithmicae crefcunt in progreffione geometrica, dum an- 
guli crefcunt in progreffione arithmetica. 

Exemplum 2. Sit y = rfec.^|jf, quae eft aequatio parabolae conicae. Erit 
j^ — r fec. ^^x. S=zr (fec. ^x tang.| Jf + log. (fec.|jip + tang.|Ar) ) = 

r (fec.|jf tang.|jc + log. tang.45^ + ^x^ 

gmgm ^M 

txemphm 3. Sit y = .' ^ , quae eft aequatio focalis ellipfeos conicae; 

^^ -^''r{!^2ae cof.;c+.0 = J'^; ? r ( {<u^ee) ^ . ^ fin. ^x). ' 
djc (o+fCof.Jf)* (fl+^cof.j:)* ^^ ^ ^ 

§. 110. 
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§. ixo. Quoniam j^ ^'^Ci + Cj^) JJ reftificatio cujusvis curvae expri- 
mi etiam poteft per feriem Bernoullianam. Plerumque autem exponentes diffe- 
rentiales altiorum ordinum, quibus haec feries conftaret, adeo fiurit complexi, 
ut reduftionis liujus utilitas valde dubia fiat. 

Majoris momenti eft obfervatio, quae curvae cujusvis re£tificationem ad 
quadraturam alterius curvae reducere docet. 
^^g*io. Sit nempe altera curva JH^tn' fuper eodem axe defcripta, ciijus fuperficies 

fit S\ & ordinatae y. Erit (§. loo.) ~^y\ S^"'^^^"*"^^)*)" ^^^ ^^ 
fiat femper i/ = «>^(i + (^)^); erit ^ ««-^J & proinde 5'=a5, fi S6c 

S' evanefcant fimul fafto x = o. 

Natura autem alterius hujus curvae per priorem fadlius determinatur 
modo fequente. 

Definitio. Sit curva ad aliquem axem relata per reftas ipfi perpendicula- 
riter ordinatim applicatas. Ad punftum aliquod hujus curvae ducatur refla 
ipfam tangens. Tum per idem punftum ducatur refta tangenti perpendicularis ; 
quae axi (fifieri poflit) occurrat. Pars hujus perpendicularis , punftum inter 
contaftus & axem intercepta, dicitur normalis; & pars axis, normalem inter 
& reftam axi ex eodem punfto ordinatim applicatam comprehenfa, dicitur7«6-' 
normalis. 

Sit nempe MN tangenti MT perpendicularis , & quae axi occurrat in N; 
linea MN dicitur normalis , & PN dicitur fubnormalis. 

In triangulo reftangulo TMN eft TP : PM = PM : PN; proinde 

PN ^Z^^ y% Hinc 7W= yf 4^+ ^\ Atqui MN^ = TNx. PN; ergo 
^5y cu \dy dxy 

Quoniam autem M'P = y' = aV^ i + (^)^); fity^a x~, feu 

y : MN^ a\y. Proinde pofterioris curvae ordinata eft quarta propordonalis ordi- 
natae & normali prioris curvae , & alicui reftae magnitudine datae. 

Exem. 



\ 



■*.d^Mi 
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a : y'=!y ; Tpp+yy; m : yy=yy ipp+yy^ 

aa:yy'aa = tfy:pp=z2px:pp=2x:p; yV = «»(i + — )• 

2^ Sit ayy = x^, ^=2 3^:yy= ^«(4^+9^) = |fl(|a + ;c). Quoniam 

pofterior qurva, nempe parabola conica, eft quadrabilis ; prior curva eft reftifi- 
cabilis. (Vide §. log. Ex. i.) 

§. III. Data expreflione arcus alicujus curvae per coordinatas , ejus deter-» 
minari poteft ipfa curva (quantum permittit imperfefta calculi integralis con« 
ditio). 

Exemplum i. Quaeratur linea, cujus longitudo eft abfciffae proportionalis. 

Quoniameft5 = !!!x, ^ = ^; atqui ^ = r(i + (;^y\ ergo 

n dx n ax ^ax^ y ■ 

, , /dy\» fnm rdy\^ mm-nn dy VCmm^nn) ^, Vimm^nn) 

^&x^ nn ^ax"^ nn ax 11 ' ^ n 

quae eft aequatio ad lineam re6lam. 

Exmphm a. Quaeritur curva, cujus arcus crefcit in ratione fubduplicata 
abfciflae. Eft ideo 5 = a ^iw , ^ = r ^ = r (i + (^) ') i hinc 



a-x _^ |a la-x 



dx^ dx x Vax-xx Vax^xx Vax-xx* 

X 

Caput Duodecimum. 
De capacitate folidorum rotutidorum, 

m 

§• 112. 

Vit curva qugelibet ad axem aliquem relata per reftas axi huic perperidicula- 
riter (v. gr. a) applicatas. Sit etiam reftangulum datam habens bafim b , & 

cujus 

a) Quaecunque dicentur de cafu , quo refbe axi ordinatim applicantur ad angulos reftos , 
&cillime applicantur cafui , quo esedem fub dato anguio obliquo axi occurrunt. 

Y 
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cujus altitudo mutabilis fit abfcifl» axis aequaKs. Reftangulum & fpatium 
P curvilineum eidem afciflae refpondentia circa hujus axem fimul revolvantun 

Dico : limitem rationis , quae inter mutationes fimultaneas cylindri a reftangulo, 
& folidi a fpatio- curvilineo rotatione hac fimul genitorum intercedit, aequalem 
efle rationi duplicatae bafis reftanguli & ordinatae huic abfciflae refpondentis. 
rjg.24. Sit SMP curva ad axem SP per reftas MP h\x\c perpendiculariter applica- 

tas relata. Sit SA refta magnitudine data eidem axi perpendiculariter appli- 
cata. Sit SP abfcifla axis, cui refpondet ordinata MP; & compleatur reftan- 
gulum SARP, cujus altitudo crefcit ut abfcifla SR Spatium curvilineum SMP 
& reftangulum SARP circa axem SP fimul revolvantur. Dico, lunitem ratio- 
!^ nis mutationum fimultanearum cylindri a reftangulo SARP & folidi a curva 

SMP fimul genitoruitf aequalem effe ratloni 5/f» : MP^^ 

Sit PP' mutatia abfcilfe axis; & proinde mutationes fimultaneae cylindri 
V & praedifti folidi fint folida rotatione reftanguU SRR'P & fpatii PMS/tp' fimul 

genita. Curvae SMP infcribantur & circumfcribantur reftangula PMmP^ I^'m'P. 
I Soliduma fpatio Pilfilf'/»' genitum minus efl: cylindro a reftangulo Pm'M!p' 

genito; majus autem cylindro fimul genito a reftangulo Jnfcripto PMmP. At- 
qui hi duo cylindri aeque alti funt in ratione duplicata ordinatarum M'p\ MP\ 
& proinde iraminuta altitudine PP ratio aequalitatis limes eft rationis horum 
cylindrorum ( §. 14. ) ; tantoque magis ratio aequalitatis limes eft rationis al- 
terutrius horum cylindrorum ad folidum rotatione fpatii MPPM' genitum. 
Quare folido a curva SMP genito difto S^ fit 

lim.^ : cyl PMmP =1 : i 
Atqui cylPMmP' : cylPRR'P = PM* : SuP 
Quare ,lim.A5 : cylPRR'P = PM* : SA^ (§. 14.) 
feu Iim./lS '.tt.SA^.PP = PM* : SA* 

= 7r.PPxPM^:vr.PP.SJ^; 
unde lim.A5 = ir.PPxPM* 

et lim.^ = yr.PM* 

ax , 

feu T^ =3 TT.PM* = v.yy. 



^ 



Obfir^ 
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Obfervaiio. Eadem expreflio difTerentialis eodem modo obtinetur, fi fpa- Fig.25» 
tium curvilineum ^jB/^irf, duabus ordinatis jiB, MP, abfcifla axis -SP, & arcu 
jlM terminatum, circa axem 5iP revolvatur. 

. Exewplfm 1. Sit y =2 ; erit yu =3 = t-> o =2 C+— — . 

i^. Sit m numerus pofitivus; •& fit •J=o, quando Ar=:o: erit rig.a4; 

5 = -— = xyy. Proinde data parabola , cujus aequatio eft 

y =s -^^ — ; paraboloides 4imidio parabolae fegmento circa axem revoluto genita 
efl: ad cylindrum aeque altum fuper eadem bafi, in ratione data i : aw+i, 

■ 

Schotium. Exemplo hoc continetur cafus, quo fpatium revolutum eft trian- 
gulum, fafto nempe w=a i. 

AS 

2^. Sit «f numerus negativus, feu fit y(a+-Ar)"=*a« Ergo ^=364aam(a+x)r^; Fig. 25. 

Ax 

5 = C+ -±^bba2m{^xy^+i = C+ _? -^^" . s C + -JL- w(a + *). 

i-am i-aw (a-Hjc^am-i i-a»t 

Sit 5=0, quandojc=20, yraA; erit *?= -i-.(yy(a+K)-a&ft)c=:_L.(aW-^(a+-jc)), 

i^. Sit 2w>i, feu f»>f. Tum 5= .-l_(aW.^(a+jc)), feu folidum 
rotatione fpatii liyperbolici ABPM genitum proportionale eft differentiae cylin- 

dronun a reftangulis ABSD^ MFSQ genitonun. Quoniam autem y ^t-^ — , 

(a+jf)« 

yy = — ^ — , & w(a+Ar) es -_4 • ; nec uUus eft limes magnitudinis ab- 

fciflae a+jc: nullus eft limes parvitatis quantitatis ^- , \ , feu cylindri 

* (a+Jf)am-I 

yy(a+jf). Hinc in formula S s= (a&A-yy(a+jc)) folidum «S habet limitem 

magnitudinis , nempe ^ lim. 5= abb. 

aw- 1 

a^. Sit %m<\. Tunc iSs — (yy(fl+Ar).aW) = -l-.(Wa2m(fl4.;f)Mm.aW) 

I-2Wf I-2fW 

ss _L-.a**f ^^^ . Quoniam autem nuUus eft limes magnitudinis abfciflae 
j-aw ^ a ^ 

Y a X feu 



/ 
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X {en a+x, nullus etiam limes eft magnitudinis quantitatis abb(—j ; & 

proinde, aufto at, nuUus eft limesjmagnitudinis folidi S. { 

3®. Sit 2»» = I. Ex »quatione 5= {bba-^abb^ nihil deduci poteft pra&- 

sequalitatem cylindrorum JiBSD , MPSQi^ iEquatio difFerentialis ^ = ^^ 
nos monet, hunc cafum ad logaritjimos reduci. (§. 62.) 

SchoKum. Cafu , quo 2«i > i , & proinde 5= -ii- Taift — 7-rA ^ > fumta 

a: ex altera parte ordinatae !^S, fit 5= _i — faW— - — xiir; J 
« _L_«W (1 - ('-i.)*^*^ L_irf6r(JL)*'"-'- 1). Quoniam 

autem nuUus eft limes parvitatis diiferentiae a— ;f, nulius etiam limes eft ma- 
gnitudinis quantitatis (— ) ; & proinde nullua eft limes magnitudinis fo- 

*a - X'^ 

lidi 51 Quoniam autem y «» — ?-^: fafto xssitt^ fieret y = -^ — = — : unde 
(Cap. IX.) impoffibile eft, ut fit jc = a: & in aequatione 

S~= L^bbCCJ-Sf^^^A pofito x = a, fit5=; i^abb(^^i); 

quo rurfus monemur, impoffibile efle, affignare folidum,, etiamnunc fiftum, 
fpatio etiamnum fifto abfciffaa BS refpondens* 

Cum omnia ratiocinia , expreffioni 1? = — ..J—abbC ^ -—i) ad varios 

^ 2W-1 ^o^m-i ^ 

infinitorum ordines illuftrandos fuperftrufta ,. contradiftoria nitantur fuppofi- 
tione, pofle fieri x ss^a; confequentias inde duftas labi necefle eft. 

Idem dicatur de altero cafu, quo aw < i , & proinde fc- abb\Ji-) " -iJ ' 

unde fub contradiftoria fuppofitione y=o=5 . o, fit 5= obbiC^) "■• -ij* 

§. 113. Determinatio capacitatis folidorum rotundorum nonnunquam etiam 
fecilius peragitur modo fequenti. 

Bafi figurae genitricis in partes quoteunque aequales divifa, curv3e infcri- 

bantur 
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bantur & circumfcribantur reftangula , quorum reliqua latera fmt axi revolu-* 
tionis parallela. Reftangula haec gyratione fiia circa axem gignent annulos 
cylindricos , folido infcriptos & circumfcriptos. Solidum rotatione curvae geni- 
tum majus eft fumma annulorum cylindricorum reftangulis infcriptis genito- " 
rum; minus vero fumma annulorum cylindricorum reftangulis circumfcriptis 
^enitorum: fed idem folidum limes eft tam prioris fummae crefcentis, quam 
pofterioris fummae decrefcentis. 

Sit SMAB fegmentimi curvae, quod rotationie circa axem^S bafi AB per- Fifr4- 
pendicularem gignit aliquod folidum ; & fegmento huic circumfcribatur reftan- 
gulum SBAD, quod fua circa eundem axem rotatione gignet cylindrum foiido 
••circumfcriptum, Dividatur AB in partes quotcunque aequales: fit RR' una 
harum partium, Ducantur RMy R!m^ ipfi AB perpendiculares , quae curvae in 
My M' occurrant,. & ipfi SD in -P, P; ducantur Mm^ M'm ipfi AB paral- 
lelae , quae reflis M^R\ MR in m & m'^ refpeftive occurrant. 

Annnli cylindrici, gyratione reftangulorum RM\ R'M^ i?/^'geniti, funt in* 

ter fe refpeftive uti ipfa reftangula RM\ R^My RP; feu uti lineae M'R\ MR^ 

RP^ SoUdum rotatione curvae SMA genitum dicatur S, & cylindrus roltatione 

•" reftanguli ABSD genitus dicatur C, ac mutatibnes fimultaneae horum folidorum 

dicantur A5, AC; erit AS : AC %^^^: f^. Sed prhna ratio poteft fieri ^^^^^ , 

quacunque ratione propofita, quse JJ?^°^ fit ratione j^i^.." ||, Proinde (§. i.> 

lim.A5 : AC = RM : SB. 

Atqui AC ;C =CSS+BS')RR' r iB^%- proinde 

lim. AC:C = 2BR.RR' x BA^; hmc 
Um.A5 : C = 2BR.RR'.RBI : SB.BA^. 

= 27r.BR.RR'.RM : SB.BA^.v 

Fafto igitur 5ff = Jf , BR' = Ajc, RM ^ tj^ 

eft ]m.~~: 27r.xtf = C : SB.BAKtt 

= 1 : i: 

Y 3 uude 
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unde — = 27rxif; quae igitur eft aequatio differentialis folidi, fpatio SMAB 
circa axem SB rotato geniti. 

Exemplum i, Figura SAB fit triangulum reftilineum. Sit AB^b: erit 

&S 
SB =^ bt^ng.A, y= (&~jc) tang. /f , — = 2yrx{b—x)tang.Ay 

(XX 

S = C-^-TT^bxx — |jc^)tang.-^. Solidum autem evanefcit, quando x = o; ergo 
C=^o, S = 7rxt2ing.ACbx^lxx)^SBibx^xx)7r. Sitx^b; GtS^lTr.SB.BA^ 
(uti notum). 

Exemplum 2. Figut^ SMAB fit quadrans circuli, cujus centrum 5, & radii 
BSyBA^r; erit y = ^ (rr— jcjc), ^ = 2tjc r (rr— j^ at) , S=7r(C'-^(rr—xx)^X 

Sit Jc=o; fit S^^JT^C— |r3); proinde C«|r3, & 5=7j(fr3_|(fr— jfjt)^). 
Sit xz=zr; tum 1?= fr^.^Tr (utinotum). 

Exemplum 3. Figura SMAB fit parabola conica, circa axem SB rotata. 

^ f dJT ^ P ^ ^ l^ ^ f' 

Sitjc = 6, erit S^TT.i—^lSB.AB^.Tr. 

§. 114. Quoniam paraboloidum & hyperboloidum cubaturae magni funt in 
determinanda folidorum rptundorum capacitate momenti; easdem paulo aliter 
explicare e re effe cenfeo. 
Rfr^ Sit ^JIf^'/^' dimidium fegmentum parabolae, cujus aequatio eft y^+^a^x^. 

Per verticem 5 ducatur tangens SA. Siegmento SMP & fpatio exteriori ASM 
infcribantur v. gr. reftangula MPPm, MQi^W. Spatio SPm'Q^ circa axem SP 
revoluto, reftangulum MMPm gignit cylindrum fegmento paraboloidico infcri- 
ptum; & reftangulum JKQQm' gignit annulum' cylindricum folido, quodrota- 
tione fpatii exterioris 5J0f'Q' gignitur , infcriptumv 

Atqui ratio cylindri MPP*^ ad annulum MQQ^m' eadem eft, quae folido- 
rumiMfwXMP*, ikrw*X9A((ai>fPXM»i'); & proinde limes rationis cylindri 
MPPm & annuli MQq'm' «qualis eft limiti rationis folidorum Mm x AfP* 
& Mm'y.M(^{2MP+Mm'). 

Sed 
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(§• 40.) 

(§. H) 

(§. 4*.) 
Proinde etiam. 



Sed ilim.ArP •' 2MP+Mm' =1:3 

lim.Jlfi» : Mm = PT : MP 

MP : 9Af = iWP : SP 

Ergo iim.MP*Xitf« : M»»'.9Jlf(3iJfP+i»f »»')=» PT : iSP 

=5 1»+» : 2» 

Proinde lim.cyl. AfPP'»» : ann. cyl. »Qft'»' =♦»+«: 2«. 
(K 15.) limes rationis fummae omnium cyUndrorum paraboloidi infcriptorum, 
ad fummam omnium annulorum cylindricorum folido exteriori MSQ^ infcripto- 
rum, aequalis eft eidem ratibni conftanti « + « : 2». Unde etiam (§.4.) 
ratio limitum liarum fummarum , nempe ratio paraboloidis SMP ad folidum ex- 
terius SQM, aequalis eft eidem rationi datae. Hinc paraboloides «SMP eft ad 
cylindrum SPMQ, uti «+« ad ♦»4-3«. 

2*>. Spatium hyperbolicum ABPM, cujus aequatio eft y"(«4-*)"= 6«««, 
circa afymptotum SP revolvatur. Circumfcribantur v. gr. reftangula ilfPP'«, 
mQg'M'. Cylindrus reftangulo* MPP'm, & annulus cylindricus reftangulo 
mQQ'M' geniti, funt inter fe uti folida PP'y.MP*r M'm.Q'M'C2MP—M'm). 
Proinde limes rationis cylindri Imjus & annuli cylindrici aequalis eft limiti ra- 
tioms horum folidonmi. 



lim. iWP 

lim. PP' 

lim. MP 

limMP*. PP' 



Atqui lim. MP r ^MP—Mm =1 : 2 

• M'm sn PT : MP (§. 40.) 

M'9' =MP:MQ(=SP) 

Ergo lim.MP*.PP' : M'm.M'Q'C2MP^Mm) = PT : 2SP (§. 14.) 

= 1» : 2« (§. 42.) 

Hinc tim.cyl.MPP'«» : ann. cyl.«99'M' =«1:2«. 

Proinde etiam ratio fummae omnium cylmdrorum, folido rotatione fpatii 
AMPB genito eircumfcriptorum , ad fummam omnium annulorum cyiindrico- 
rum, folido rotatione ipatii AMQ^D genito circumfcriptorum , aequalis eft eidem 
rationi conftanti «1:2«: & proinde folida, quae limites funt harum fummarum, 
& quae gignuntur rotati(me fpatiorum ^IMPB, AMQD, funt in eadem ratione 

data m : 2« (§. 4.) 

1». Sit 



Flg.as. 
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1°. Sit «>2«. Erit etiam fol.^Jlf/W>fol.^ilfQD, 8i{o\.AMPB-TU.ylMqp 
^ cyLJHiSQ — cyI.^55Z7; proinde iol AMBP : cyl.«i«Q— cyl.-^550 = 
w : « — 2«. 

2°. Sit w<2»: erit fol.<;/AfQO>fol.^Jlffiff, & (olAMq^D—tolAMFB =: 
cylABSD—cylMPSq; proinde (olAMPBicylABSD-^cylMPSq^miin—m. 

3**. Sit «= 2«. Nihil nlterius inde concludi poteft, nifi quod folida ^iHP^, 
AMQp fint inter fe aequalia; & proinde etiam cylindri MPSq, ABSD fint in- 
tier fe aequales. 

§. 115. Curva generatrix folidi referatur ad focum aliquem per radios 
veftores ad hunc focum du£los , & per angulos , quos radii veftores cum refta 
pofitione data comprehendunt. Capacitas folidi determinabitur modo fe« 
quenti. 

Sit SM^JU curva ad focum F relata per radios veftores FM, FHt, & an- 
gulos SFMf SFM\ quos radii veftores cum refta FS pofitione data compre-» 
hendunt. Centro F radio FS (pro unitate fuihto) defcribatur circulus , qui ra- 
diis veftoribus FM, FM' in punftis -X", -X' occurrat. Tum centro jPradiis FM^ 
FM' defcriptis arcubus Mm^ M'm\ infcribantur & circumfcribantur curvae fefto- 
res circulares MFmj lU'Fm\ Solida feftoribus his circa axem 5.^ revolutis ge- 
nita, funt inter fe in ratione triplicata radiorum FM^ FM\ Sed ratio aequalitatig 
limes eft rationis horum radiorum : proinde & ratio «qualitatis limes eft ratio- 
nis folidorum ab his feftoribus genitorum (§• 4.) ; tantoque magis ratio aequa- 
litatis limes eft rationis alterutrius horum folidorum ad folidum rotatione fefto* 
ris curvae MFM* genitum, 

Sit Fh^y, FM'^y\ FS^r, angulus ^FiC = j^ , XPX'^Lx. No- 
tum eft, folidi rotatione feftoris circularis XFX' geniti expreflionem eSe 



^nr 3 (cof. * ' — cof. Jf ) 


= fwrSAcof.*. Sit S folidum 


eft lim.fol.ilZFJEf' : 


io\.MFm «a I : I, 


M.MPm : 


foLXRX* « y» : r» 


hinc lim.fol.iiri^J(f' : 


foLZFX' «= y* : r3 


feu lim. LS : 


|7n-3Aco£* = y* : r» 



(§. 14-) 



N. 



Atqui 



Atqui \im.Acof!.x : 
Ergo lim. A^y 

fet lim. — 



proinde lim. — 



\ 
1 


B= fm.jc : I (§. 76O 


^Trr^Ax 


s= y3fin.JC : r* 


^-ar* 


= y^fm.jc : r* 




= l^^fm^x: l^rr^; 




«5 |7ry3fin,jj; 
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feu — xs^l'7ry'^&n.Xy quae eft aequatio differentialis 

folidi propofiti. 

d5 
Exempta. i^. Sit y quantitas data =r: — -=f7rr3fin.x, ^s:C--|7rr^cof.a^, 

Sit ^'=0, quando * = o: C— f-JTr*, S = fwr^Ci — cof.jf) =a |w*fin.'|x. 
Sit X = 180*» : S — 1^3. 

' 2°. Sit ^ = afecj; (quse efl: aequatio ad lineam re£tem): 
r2= fTa3(fec.3jcfm.x = fTa3(fec.»*tang.je), S = f7ra3(C + ifec.»;r). Sit 

CM 

<S ss o , quando j; = o : Cs= — f , <S = fwa3tang.*x. , 

3^. Sit y = afec.'|x (quae eft aequatio parabolae conicae): 
^= |^o3fec/i*fin.*=|^fl3fec.'»ijf tang.i*, S=i7ra^(C+lkc.*ix). Sit ^=0, 

quandojc=o: C=— |, 5 = f7ro3(fec.^fjf—i) = |9ra3(fec.*f;(+i)(fec.»|x— i) 
= |7ra3((I+ i)(|-. 1)) = f7ra(y4^)(y^) = f ^«(yy-oa^ 



d5 
djT 



4®. Sit y = — — — (qu3e efl: aequatio ellipfeos conicae): 

«(a+*)*' * V<»f«cof^)» <«+<)•> ^k. e ~^ J 

§.116. Series BernouUiana applicari etiam poteft determinationi capad- 
tatis folidorum rotundoi*um. 

I*. Quoniam eft (§. 112.) ^ = ^.yy; fit per §.36. 

Z S rz TT 
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— a. — y-f- 
i.a ttJf 



+ 2. 



*3 



1.2.3 d* 



(^^-^(1)0 



. *<> / d5y . dy d^ . ddy d^N 



Qu3e feries , utut regularis , non femper efl calculo omnium promtiflimo accom- 
modata ; imo & non abrumpitur quibusdam etiam cafibus , quibus alia via ca- 
pacitais folidi terminis numero finitis exprimi poteft. 

2°. Quoniam eft (§. i^3-) -t- = ^-nxy; erit (§. 36.) 

c _ «^r I xxu^ -£!- ^4. ** 4^— *^ <*'y 1.-5* <iV_ 1 
vi*2 1.2.3 dx i-.^djc* i...5dA?5 i...6djc^ 

Cylindrorum folido rotundo tam infcriptorum quam circumfcriptorum 

fummse eodem modo determinari poflunt, quo reftangulorum fpatio curvilineo 

infcriptorum & circumfcriptorum fummae §. 103» detenninatae fuerunt 

§. 117. Solidorum rotundorum cubatura reduci poteft ad reftificationem 
circuU & ad quadraturam aiterius curv». 

Etenim quoniam eft (§. 112.) v~ = '^yi fi defcribatur luper eodem axe, 
& iisdem axis abfciflis, altera curva, cujus ordinatae y fint quadratis ordinata- 
rum curvae genitricis proportionales ; ita ut ty'=syy: erit —- rs Tray', & 

_ =: y'; ideoque capacitas prioris folldi erit areae pofterioris curvae propor- 

tionalis. ^ 

jf» 

Porro quoniameft (§. 113.) S- sa zttxi/: fi fiat femper iy'=3 i^xyj capaci- 

tas 
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tas folidi erit areae curvae , cujus aequatio differentialis eft — = y proportio- 

nalis, 

§• II 8. Data expreflione capacitatis alicujus folidi rotundi per reftas axi 
ordinatim applicatas , determinari poteft natura curv3e genitricis. 

Exempla. i®. Sit S^^praax; ideoque —zsyraa: hinc yy^s^aa^ y=5«; pro- 
inde bafis eft conftans , & folidum propofitum eft cJylindrus reftus. 

vm , , d^* ^ ^ jc***"i jc"^! 

3^ Sit S^Tr-—'. hinc -r-i^wjy) = «^-rrrJ yy = *»-=rz'^ 

3«. Sit S=i7r.-xyy: ^(=9ryy)=9T._yy+a7r*y^.; yy = .^yy+ajcy^; 

y = -y+3*fc 2*^ = ^.y; y»» = O^x^, 



Ax ax n 

Caput decimum tertium. 

De fuperficiebus folidorum rotundorum. 

§• 119- 
I inea curva quaecunque circa axem aliquem rotata generet fuperficiem cur- 

vam. Dico: rationem aequalitatis limitem elTe fuperficierum a chorda & ab 

arcu curvae fimul genitarum. 

Sit SMIUt curva , quae circa axem SP rotata fuperficiem cur vam generat. ^10 xt 

Dico : rationem aequalitatis limitem efle rationis fuperficierum a chorda MM & 

ab arcu MZM fimul genitarum. 

Per Af & m' aftae concipiantur reftae Mm & Jlf W axi SP parallelae & ar- 

cui MM^ aequales, quae fimul cum curva rbtatae fuperficies curvas cylindricas 

gignent. Quoniam fingulae partes reftae Mm axi SP paralleiae minus ab hoc 

axe diftant, quam pars quaelibet arcus ilfZM*; fuperficies a refta Mn» genita 

minor eft fuperficie ab arcu MZM^ fimul genita : contja quoniam fingulae par- 

tes reftae M^m magis diftant ab axe, quam pars quaelibet arcus MZM\ fuper- 

ficies a refta M w' genita major] eft fuperficie ab AfZAf ' fimul genita. Atqui 

fuperficies cylindricae rotatione reftarum Afi», M^m genitae funt inter fe uti or- 

/ Z z dinatae 
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dinatae MP^^, Mfp'; & proinde ratia aequaEtatis Iknes eft rationis harum fuperfi* 
cierum; & a fortiori ratio aequaiitatis limes efl rationis aiterutxius harum fuper- 
ficierum ad fuperficiem rotatione arcus genitam» 

Scilicet arcu MZJIS* pofito =3 A2;, & fuperficie ab eo genita ^ A<S; eft 
lim.A5 : 27r.yAz = 1:1. 

Superficies rotatione ehordae Sc feftae Mn gemtae funt inter fe uti reftan* 

gula r(Ajc»+Ay*)?S^i-^ & yAife. 

Atqui lim.?^C^»+Ay«) : Az = i : r (5.-47.) 

eiigo BnLr(iijc»+Aya).3d^ :yA« = r : i (§.14.) 
Sed hm.yAz- 1 A<s = 1 :' air 

ergo lim.^(zLc'+Ay*).^^^l^ : /15 = i : 27»" (§• 14.) 
feu lim.r(i+^) .2y±^:^«r:a^ 
feu lim.^ = aTlim.r(i+^>2?^; 

et prdnde ^ «^ ^^^y^^C^+Cx^}*)* ^^ ^ aeq[uatio dlflfcrentialis fuperfi- 
ciei rotatione curvae genitae. 

i^. Arcus AlZSt totus fit concavus verfus axem rotatibnis SP. Quoniam 

■ 

arcus major eft chorda; & partes arcus inter reftas quaslibet axi ordmatim ap- 
plicatas ab axe rotationis magis diftant , quam ab eodem axe diftant partes 
chordae ordinatis lisdem interjacentes: duplici hoc refpeftu fuperficies rotatione 
arcus genita major eft fuperficie , quae rotatione chordae. gignitur. 

2^^ Quodfi autem arcus eft verfus axem rotationis convexus ; generatim 
de aequalitate aut inaequalitate fuperficierum ab arcu & chorda fimul genita- 
rum ftatui nihil poteft. Nempe quatenus partes arcus duas inter quaslibet axi 
ordinathn applicatas contentae huic viciniores funt , quam partes chordae ordi- 
natis iisdem interjacentes; fuperficies arcu genita minor fit fuperficie a chorda 
genita: dum ex altera parte ob arcum chorda majorem prior fuperficies major 

eft. 
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eSi pofieriore» Quare hoc cafa aequatio differeDtialis T"=^^*^C'+^^*\ 
limitum notione, prouti §. 13. fuit extenfa^ nititur. 

§. 120^ Exemplum k Sit uu^rr-^xx : ^ = — *, y^Ci+C^^^ - *" 

is ^ 

— 5= zyrTy S = ^flrrx- Nempe fuperficies fphKricae inter duo plana jQbi invi-* 
cem parallela comprehenlae funt inter fe uti diftantiae horum planorum» 
Exempkm 2. Sit y = aptang,^ (qu» eft aequatio lineae reftae)r 



AS 



.dS 



_ =s zyrx tang.f fec^ > <S = 'ttxx tang.(p fec.(p = Trxy, fec^ 

JEjrawp&m 3> Slt yy =: apor (qu» eft aequatio parabolae') : ~ = t^r y(pp-f-vtiy 
=»33rro>p+;5P*), 5='af7r(C+— (piHrapx)»}. Sit5 = a, qnandoxsio 
C=-|pp, C=a:T(JL(j»p+ai»*)*-ifP) = |5ip(aH-a;f)r^)-|,> 



3P 
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Exemgbm ^ Sit yy>K — (oa -Jrjr).. 

d<S 

i^. Sit 6 « fl ; _ =. TTia (qu3B eff aequatio differentfaEs fuperffcieilphaericsBj, 

a*. Sit 6<.fli feu. ellipfis gyretur circa axem transverfum ; fit aa^bb^^ee* 

'^^27r^r(fl-xx}, ^ = 7r(C + ^(arc.fm.i^+ifr(i-L^ff)^ 
dx OBt ^ee *' ^ e aa* oa aa m^J' 

•S = Oi quandax = o.i C = o. Sit Jt = fl: *S = 7r~(arc.fin,^+i^) 
=2 ^rW4- — arc. 

e a 



:.fin.l\ 



Qbftrva&o.. Arcfid:i = ar(r.tanr.| -■g~l43-+l-^-5 -T-~+... (§.79.) 

ao5 



Hinc — arc.fim-- 
e a 



ee , ^e^ ^ e^ 



-«'Ci-i~+f-?-i^+...) 



bb 



b* 



bo 



Proinde fafto «3=0, <Ss^6H«ir) =* ibbv, yaxt». Ex. i. 



aa. 



3**. EUipfis gyretur circa axem fecundunr; unde jfy = j-(*5-xr)r 

bb 

p=: aT.flKC_+jc;if), cujus integratio reducitur ad are^m hyperbolae co- 

QX bb ee ^ ^ 

m 

nicae feu ad logaridunos. Scilicet 



Z3 



S = ^ 



' « 



■ / 



18^ 









^"^"^'tS^ X- + -log. ^ ^ 

~ J 



»6 
T" 



Sit xsB^: 



«^(«fl+?^log^')-,r(«a+^log.-L) = ^(aa+f^log.r^. 



1«+-^ 



o5/ft;fl«o. log.r^ = i+|.i: +1.I5+ — (§. 6i.) 



hinc ?**'" -^*^' " • ' '' '* 



e 

e ~ a-e " ' aa " a^ 



:\og.y^ ^fl^n^.«+i ' 4. ) 



proinde fafto f = o, 5 = 7r(flfl+aft) = aTroa, juxta Ex, i. 

Superficies hyperboloidum , rotatione hyperbolae circa alterutrum axem genit», 

eodem modo determinantur. 

Exemplum 5. Sit y'(a+x)^ ab, feu hyperbola conica gyretuf chc^ afym* 



dS 



ab 



ptotum. ^=r 27r . 

ax a-jrx 

bb 



aabb 



y"( I + — _) : unde fafto «S = o, quando Jf = o f 



(fl+JC) 

dabb 



S = ^.a6('r(i4-2*)~r(i+ ^\ + W r((«H-&^)-a 

oa a 



T ."' 



Exemplum 6. Sit y = '^(arx.xx) + arc.fm.v.ll , quae eft aequatio cycloidis 

vulgaris. Fit ^ = a7r(r(ar(2r-;f) + rr— arc.fm.v; -"^ : 

cix X rJ 

unde 5= aT(C— |(ar-jf)rar(2r-x) + 4rrar(2r-*)+ arrarxarc.fm.v.ilY 
Sit 5= o, quando jf = o ; C= — ^. Sit * = ar : 5 = 89rrr(w— f). 

§. lai. Quoniam |^ = a7ryr(i + (^)»^; & normalis expreffio eft 

^^ ^^^ di^ (§• "o-): quadratura fuperficiei folidorum rotundorum pendet 

ab 
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s. 

ab nonnali curvae genitricis. Scilicet fuper axe curvae genitricis defcribatur 
curva talis, ut redtee axi ordinatim applicatse aequaies fint (aut proportionales) 
normalibus curvae genitricis iisdem abfciffis refpondentibus. Superficies folidi 
rotatione prioris curvae geniti proportionalis erit areae curvse pofterioris. Ra- 
tio autem harum fuperficierum ea eft, quae circumferentiae circuli & radii. 

SehoUum Seriei Bernoullianae ad determinandas folidorum rotundorum fu- 
perficies applicandae non immoror; quoniam exponentes difierentiales ordinum 

fucceffivorum quantitatis y^^Ci + C^)') adeo fiunt compofiti, ut nulla inde 
utilitas duci poffit. 

$. laa., Ratio diffierentialis fuperficierum, a curvis ad punftum datum re- 
latis genitarum, eodem modo poteft determinarL Sit nempe angulus SFJUssz, m.a6» 
&radiusveaori?if=r; eft g= a7xrfin.ar(rr+(^)^). Exercitii caufa ofte J 
dere fufficiat, quomodo ratio haec differentialis ex priore deducatur. Eft ideo 
y = rfin.«; igitur $ = j^fm.«+rcof.« 

X w rcoLz — . = —cor.z—rrm^ 

dz dz 

^^gfin^«+rco^ 

— cof.;8r — rim.Z 
dz 



hinc 






iS 



«go g = a^u,.»gr(,.+(D') 



JSxtm 



tS4 



ExempJum u Sit r datae magnltudiiiis : — ^ 27rrr!in.z, 

dz 



S = zTtrr (G— caf. z). Sit ^ = o, quando z = o: C^i^ S= ayrr(i— coCa) 

Exmplumz. Sit r = «fec,2 (quae eft aequatio imeae reftae): 
-• = a fec,« tang.« , ~ = 27ra kcz fin-« 7^(aa fec. *2 -haa fec. *;$ tang, ^;») == 

aTTflatanjg.^fec.^j», S = 7riia(C+fec.*:5). Sit 5 = o, quando 2? = o: Cc= — i • 
S = Trofltang.*;». 

ExBmplum 3. Sit r = j^rec.^l» (qu3e efl: aequatio focalis paratolae): 
^ = pfec*|2tang4«, ^f = ^Tr./y fec.^l^tang^a;^ 5= C* + \7rpp:iec.^z 
= l-pr.p^^^C + fec.^f 3). Sit 5 = o, quando » = o: C= — ' i, > 
iS=|7r.pi;(fec.4«— i) = |^.jy^(I)^— ^ = \7F .{rTTpr^p), ' 

5. 1 23. Quemadmodimi fuperficies folidorum rotundorum aequatione curvae 
genitricis determinatur : ita viciflim , expreffione fuperficiei folidoriim rotundo- 
rum data, erui poteft aequatio curvaegenitricis; uti paucis exemplis ofl^ndam. 

Exemplum i. Superficics folidi crefcat uti abfcifla axis. 
Fitideo ^ = 27rr;c, & ^ ^ 27rr ^ 297y r ( i + rff) '; hmc i+(^)^= S^L' • 

©'=^i ^^ Tr^rLyyy ^^C-nrr-yy\ quae eft aequatio circuU. 
Exemplum 2. Superficies crefcat in ratione duplicata abfciflae axis. Eft ideo 

Huic aequationi fatisfacit (in cafu particulari) linea refta, quando nempe 
\ w7 ^^ ^^*^^ conftans, unde & ratio ji? : y eft conftans. 

Exemphm 3. Curva referatur ad aliquem focum, & fuperficies crefcat in 
ratione radii veftoris. Eft ideo 

S^27rar; ^ = 27ra^ = 27rrrin.zr^(rr + (^^^; unde 

dz az ^dz^ J^ 

di "^ rcaa-rffin.»») ' ^"^**^ aequationis integritionem^ me exhibere non poffe 
ftteoR Caput 



•■^ -~ 
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Caput decimum quartum« 
De regula Guldini dicta. 

§. 124. 

lc efta magnitudine data circa axem quemcunque in eodem plano fitum re- 
volvatur. Superficies cylindrica vel conicai rotatione refte hujus genita, 
sequalis eft reftangulo fub hac linea & fijb circumferentia a punfto linese hujus 
medio defcripta. Proinde fuperficies, a refta maghitudine data cbrca varios 
axes revoluta genitae, proportionales funt diftantiis punfti ejus medii ab axe 
revolutionis. 

Pariter cylindrus vel annulus cylindricus» a reftangulo ckca unum ipfius 
latus, vel circa reftam imi ex lateribus ejus parallelam revoluto genitus, aequa^ 
lis eft prismatiy cujus bafis eft ipfum reftangulum, & cujus altitudo sequalis 
eft circumferentiae , quam centrum figurae reft:anguli hac revolutione percurrit 
feu generat. Solida igitur ab eodem reftangulo, circa varios axes uni laterum 
ejus parallelos revoluto, genita proportionalia funt diftantiis centri hujus re- 
ftanguU ab axe revolutionis. 

His exemplis (omnium fimpliciflimis) praemiflis , facile intelligitur , quid fibi 
velit regula capite hoc explicanda. Scilicet lineae vel fuperficies quaecunque 
tam fpecie quam magnitudine datae circa axem aliquem revolvantur : fuperfi- 
cies vel folida, rotatione hac genita, funt inter fe in ratione compofita ex ra- 
tionibiis magnitudinum atque circumferentiarum a punfto quodam, cujus fitum 
magnitudo genitrix determinat, defcriptarum, 

Cum regula haec determinationem capacitatis & fuperficiei folidorum ro- 
tundorum (de qua duobus poftremis capitibus aflaun fuit) admodum juvet; 
e re efle cenfeo , fundanienta ejus hoc loco exponere. 

§• las. Lmma. Sint quotlibet punfta in eodem planq pofitione data, & 
fint totidem re6te magnitudine datae*. Ex omnibus punftis datis demittantur 
in re£lam quamlibet in eodem plauo. fitam reftae perpendiculares. Sumatur 
fumma reftangulorum faftorum ex his perpendiculis & ex lineis magnitudine 
datis refpeftive* Dico: dari in eodem plano punftum,. ex quo fi in eandem 

A a reftam 
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reftam demittatur perpencticulum , re£langulum, fub hoc perpendiculo & fub 

fiunma reftarum magnitudine datarum contentum, aequale fit fummae priorum 

reftangulorum. 

fig«3a. Exemplum primufn. Sint duo punfta A^ B^ ^ quibus in reftam quamcun*" 

que AB' demittantur perpendicula Ajf, BB\ Sint etiam duae reftae «, b ma- 

gnitudine datae, Refta AB in punfto Z ita fecetur, ut fit ^ZXfl = JS^x*;» & 

a punfto Z in reftam AtB^ demittatur perpendiculum ZT^ Dico : fore 

AA^Xa+BB^Xb = Zr(a+b). 

Coti/lr. Per Z agatur refta ab ipfi A'B^ parallela, quae reftis AA', BB* m 
a &: b occurrat. 

Dem. Proptcr fmiilia triangula AZa, BZb eH Aa : Bb^AZ : BZ= b : a; 
hinc a{Zr^AA') = b^BB^—ZrVy proinde zr{a+b) =axAA'+bx BB'. 
tig.%^ Exemplum fecundum. Sint tria punfta A, B, C pofitione data, & tres reftae 

a, b^ e magnitudme datae; & fint AA\ BB\ CC perpendicula inreftam quam- 
cunque demifla. 

Punfto Z refpeftu ptmftorum A, B ita determinato, ut fit ZTia+b):=z 
A/i'xa+BB*xb; determinetur punftum Z' refpeftu punftorum Z, C, ita ut 
ZT(a+b+e) =j Zr(a+b) +CC'xe: erit ZT '(a+H-r) = AA'x a+BB'xb+ CCx r. 

Exemplum teriium. Sint quatuor pimfta^, B, C, Dpofitione data, & qua«* 
tuor lineae a, b, e, d magnitudine datae. 

Determinetur punftum Z' refpjefhi punftorum A, B, C (juxta exemplum 
fecundum); tum determinetur punftum Z refpefhi punftorum -Z, Z?, fic, ut 
ZTia+b+e+d) = ZTia+b+e^ + DD^Xd: erit ZT^a+b+e+d) = 
AA'xa+BB'xb + CC'xe + DD\d. 

Ex his exemplis patet methodus generalis procedendi ac demonftrandL 

Propofitione nimirum evifta pro pun6tis quotiibet n pofitione datis, & pro toti- 

dem reftis magnitudine datis; eadem etiam vera efle demonftratur, fi tam pun« 

ftorum quam reftarum numerus unitate augeatur. Cum igitur vera fit propQ« 

fitio de paucis punftis & reftis ,2 » 3 , 4 . . . . ; ea etiam vera eft pro quinque 

punftis : inde pro fex , & fic deinceps. Ideo femper determinari poteft punftum 

Z tale, ut fit axAA'+bxBB'+cXCC'+...JxLL'z:zZZX(&b++e+....+i). 

SehoBum* 



t^ 



ScholiuM. Quoniam punfti Z in plano pofitione dato fitus determinatur per^ 
pendiculis , quae in duas re£las pofitione datas , fe mutuo fecantes , ab eo du- 
cuntur ; demonftrandum eft : quod, fi praecedens propofitio locum habeat pro ejus<« 
modi duabus reftis ^ eadem quoque valeat pro alia quacunque re6la. 

Et primo quidem pnedifta aequatione locum habente pro re6la qualibet ' 
pofitione data, eadem valet pro quavis refta priori parallela; cum utrumque 
aequationis prioris membrum ita augeatur vel minuatur reftangulo fub diftan- 
tia duarum parallelarum & fub fumma fl+A+^+d+ . . . +/• 

a^. Sint du« re6te SN, SS' fibi invicem perpendiculares ; & demonftra- ng.34* 
tum fuerit duas aequationes fequentes locum habere : 
flX^^'+6x«/»'+rXCC'+ . . . txLL' = Z2'(a+i+^+(f+ . . • /) 
aXSji'+bxSJB'+cxSC'+ . . . txSL' = SZ\a+b+c+d+ .../). 
Ducatur per 5 re£ta quaevis SN\ in quam demittantur perpendicula AA'^ 
BB\ CC\ DD\..-LLV2Z'; dico, fore etiam »x^^"+&x55"+rxCC"+... 
lxLL"=ZZ"(a+b+c+. ..+/). 

Etenim quam facillime demonftratur ( five inunediate , five ex primis tri- 
gonometriae planae principiis de finu & cofinu fummae ac difTerentiae duorum 
angulorum) efle -A^ = JA^cor.NSN^^Sjfrm.NSN" 

BB' = BB^cof.NSN^SBTm.NSN" 
CC = CCcof, NSN' — SC'fin.iVSiV" 

LL' = £Z,'cof.iVSiyr"— SLTin.iVSiV'' 
ZZ: = ZZ co[. NSN'—SZ'im.NSN'. 

Proinde 

-V jtyfjLh^ TIR-ryrrU. a./v T 7 '^ cof.iVy/V''(ax.*^+*x55 +fXCC'+...+/xLL ) 
«X^^+6X55 *XCU+-.+/xL7.=s_^^^^.^^^^.^^^^^._j.^^j,^ .^/j^5^.j 

^ Jz&UZ:::l}StNSN' = Cf *+c+...0(ZZW.iVyiV"-5Z'fm.iVSiyr) 

=5 (a+b+c+..J)ZZ\ 
3®, Vigiflim: fi propofitio locum habet pro duabus reftis SN, SN\ eadem 
locum habet; pro tertia refta SN' uni priorum perpendiculari & per S dufta. 

Propofitione igitur pro duabus quibuscunque reftis fibi mutuo occurrenti^ 

Aa ^ . bus 
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bus ftabilita, eadem vera eft pro alia quacuhque refta; five transeat per pun- 
Aim occurfus priorum , five non. 

\Obfervatio. In enunciatis prdecedentibus fuppofui, punfta data jacere ad 
easdem partes reftae , in quam perpendicula aguntur. Si fecus fuerit : mutatis 
fignis perpendiculorum ex punftis ad diverfas ejusdem reftae partes fitis demif- 
forum; quaecunque de filmma difta fuerunt, applicantur exceflui, quo fumma 
reftangulorum , punftis ab una hujus lineae parte fitis refpondentium , fuperat 
fununam reliquorum. Quo monito praemiffo, in fequentibus pariter de fumma 
tantum dicere fufficiet; quafi omnia punfta ad easdem reftae, in quamperpen- 
dicula aguntur, partes jacerent; 

§. 126. In Mechanica oftenditur: punftum ^ commune efle gravitatis een- 
trum totidem maflarum o^ b^ c^ . . . l^ quarum fmgularum centra gravitatis 
fint jlj 5, C, . . • L.. Qua punfti Z denominatione hic etiam. (brevitatis 
, caufg) utl liceat. 

Itaque punftum. reftae: magnitudine datae medium. eft centrum gravitatis 
hujus lineae; & fuperficies, quam refta magnitudine data circa axem quem- 
libet revoluta generat, aequalis. eft reftangulo fub hac. refta & fub circumfe- 
rentia , quam. centrum gravitatis: ejus rotatione hac. defcribit.. 

Item.centrum figurae cujusvisreftanguli fimuleft ejuscentrum gravitatis; 
& folida rotatione reftangulorum circa axes quoscunque , uni ex lateribus eorum 
parallelos, genita funt in ratione compofita ex rationibus ipforum reftangulo- 
rum atque cbrcumferentiarum , quas earum centra gravitatis defcribuntV 

Sint quotlihet: reftae, in eodem plano pofitione ac magnitudine datae, quae 
fimul circa axem quemlihet revolvantur.. In punftis reftarum harum . mediis 
fingantur maflae fingulis reftis proportionales,. & quaeratur centrum gravitatis 
commune harum maflarum. Summa.fuperficierum a reftis iilis rotatione hac ge- 
nkarum aequalis eft reftangulo. fefto. ex fumma harum reftarum ,. & ex circumfe- 
rentia ab communi mafianun harum. centro gravitatis eademrevolutione percurla. 

Sint quotlibet reftangula in eodem plano pofitione & magnitudine data; 
fic ut fingulorum horum reftangulorum onum latus fit reftae alicui pofidone 
datae parallelum. Reftangula haec fimul revolvantur circa axem reftae huic 

paral* 
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paraUelum. Tum in centris figurae horum reaangulorum concipiantur mafl» 
iisdem proportionales, & quaeratur centrum gravitatis commune omnium ha- 
rum maflarum; folidum ab reftangulis his revolutione illa genitum eft in ratione 
compofita ex fumma reftangulorum , & ex circumferentia a communi gravita^ 

tis centro revolutione hac genita. 

§ iH^. Lemmtnotum, Trapezium i#i*'5'5, cujusanguli 5, 5* funt reai, Fl^.32. 

rotetui circa latus A'B'; folidum revolutione hac ^''^^^^f^^^^J^^, 

ejusdem altitudinis^'^', & cujus radius bafeos eft r, uti ^ ■ 

ad r^ Proinde , pofita tt dimidia circunrferentia^ckaiU,^^u^ eft unita^, 

capacitatis folidi hujus expreflio eft JB'y. '»"• 

Theorema. Reftangulum quodcunque circa axem quemcunque extra reftan- 
gulum in plano ejus fitum revolvatur: dico, foUdum rotatione hac genitumefle 
in-ratione compofita ex magnitudine reftanguU & ex circumferentia a centro 

ejus rotatione hac genita. 

Sit ^BCD reftanguhrai ,• cujus centrum S, quod revolvatur circa axem Flg.35. 
Jd' extra Ulud in plano ipfius fitum; ex 5 demittatur in hunc axem perpendi- 
culmi SS'' dico, folidum rotatione reftanguU yiBCD circa axem ^Z>' genitum 
efle in ratione compofita ex reaangulo JBCD, & ex drcmnferentia, cujus ra. 
dius eft SS) feu expreflionem capacitatis hujus foUdi efle ABCDx SSX.iT. 

Sint fl b e, d^vai&.eiTaedi3Llaterum^B, BC,CD, DA 
ExomnibuL pmiftis A, B, C, Z?'.. a, b, c, d, demittantm: in axem 
JD' perpendiculares AJ, BB', CC, DD\ aa', bb', cc', dd'. Sit ^ angulus, fub 
quo SS' incUnatur ad latera oppofita reaanguU JB , CD. 

SoUdmn rotatione reaanguU genitum eft exceflus , quo foUdum rotetioiie 
fpatu A'ABCC' genitum fuperat foUdum genitum rotatione fpatu AADCC ; 
L id.ABCD = ioUABB'^io\.D'DCC'-Vio\.B'BCe^io\.AADD' 

^ ,„,C ^'^+^'^X55'+S5;» 7 

^•^^ \^{B'D^-irD'D>^CC+CC'^)l 



.„.f 5'5'»+5'5xCC'+a:'» \ 
+ \nr.AD |.(^^+^'^xDZ? +/?/>*)$ 



s= l^. 
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bus ftabllita, eademvera eft pro alia quacuhque refta; five transeat per pun- 
ftUm occurfus priorum , five non. 

^Obfervatio. In enunciatis praecedentibus fuppofui, punfta data jacere ad 
easdem partes reftae , in quam perpendicula aguntur. Si fecus fuerit : mutatis 
fignis perpendiculorum ex punftis ad diverfas ejusdem reftae partes fitis demif- 
forum; quaecunque de fiimma difta fuerunt, applicantur exceflui, quo fumma 
reftangulorum , punftis ab una hujus lineae parte fitis refpondentium , fuperat 
ftinmiam reliquorum. Quo monito praemiflb, in fequentibus pariter de fumma 
tantum dicere fufficiet; quafi omnia punfta ad easdem reftae, in quamperpen- 
dicula aguntur, partes jacerent; 

§, 126. In Mechanica oftenditur: punftum i commune efle grauitatis en^ 
trum totidem maflarum a^ b^ c^ . . . l, quarum fingularum centra gravitatis 
fint Jlj Bj Ci . • • L.. Qua punfti Z denominatione hic etiam. (brevitatis 
caufa) uti Uceat. 

Itaque punftum. reftas: magnitudine datae medium. eft centrum gravitatis 
hujus lineae ; & fuperficies , quam refta magnitudine data circa axem quem- 
libet revoluta generat,, aequalis. eft reftangulo fub hac. refta & fub circumfe- 
rentia , quam. centrum gravitatis; ejus rotatione haa defcribit.. 

Item. centrum figurae cujusvis reftanguli funuleft ejuscentrum gravitatis; 
& fplida rotationc reftangulorum circa axes quoscunque , uni ex lateribus eorum 
parallelos, genita funt in ratione compofita ex rationibus ipforum. reftangulo- 
rum atque circumferentiarum , quas earum centra gravitatis defcribuntV 

Sint quotlibet; reftae. in eodem plano pofitione ac magnitudine datae, quae 
fimul circa axem quemlibet revolvantur.. In punftis reftarum harum mediis 
fingantur maflae fingidis reftis proportionales,, & quaeratur centrum gravitatis 
commune harum maflarum. Smnma fuperficierum a reftis illis rotatione hac ge- 
nkarum aequalis eft reftangulo. fefto, ex fumma harum! reftarum ,. & ex circumfe- 
rentia ab commimi mafianun harma centro gravitatis eademrevoliitione percurla. 

Sint quotlibet reftangula in eodem plano pofitione & magnitudine data; 
fic ut fingulorum horum reftangulorum nniun latus fit reftae alicui pofidone 
datae parallelum. Reftangula haec fimul revolvantur circa axem reftae huic 

paral* 
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parallelum. Tum in centris figurae horum reaangulorum concipiantur maSx 
iisdem proportionales , & quaeratur centrum gravitatis commune omnium ha- 
rum maflarum; folidum ab reftangulis his revolutione illa genitum eft in ratlone 
compofita ex fumma reftangulorum , & ex circumferentia a communi gravita- 
tis centro revolutione hac genita. 

§. i8?. Lemmanotum, Trapezium il-rf'5'5^, cujusanguli 5, 5' funt refti, Flg.32. 
rotetur circa latus ^'£'; folidum revolutione hac genitum eft ad cylindrum 

ejusdem altitudinis ^ 7? , & cujus radius bafeos eft r, ut» 

ad r^ Proinde , pofita sr dimidia circumferentia circuli , cujus radius eft unitas, 

_ . _ j_i AA*+AAy.BB-\rBB ^_ 
capacitetis folidi hujus expreflio eft AB X — — Tr- 

Theorema. Reftangulum quodcunque circa axem quemcunque extra reftan- 
gulum in plano ejus fitum revolvatur: dico, folidum rotatione hac genitum efle 
in-ratione compofita ex magnitudine reftanguli & ex circumferentia a centro 

ejus rotatione hac genita. 

Sit ABCD reftangukun,. cujus centrum S, quod revolvatur circa axem Fig.35* 
u^D' extra illud in plano ipfius fitum; ex S demittatur in hunc axem perpendi- 
culum5.S': dico, folidum rotatione reftanguU ABCD circa axem irf"/)' geijitum 
efle in ratione compofita ex reftangulo ABCD, & ex circumferentia, cujus ra^ 
dius eft SS'; feu exprelfionem capacitatis hujus folidi efle ABCDxSS^y.zir. 

Sint fl, b, e, d punfta media laterum AB, BC, CD, DA 
Exomnibus punftis A, B, C, H, a, b, c, d, demittantur in axem 
JD' perpendiculares AJ, BB', CC, DD\ aa', bb', tt, dd\ Sit (p angulus, fub 
quo SS' inclinatur ad latera oppofita reftanguli AB , CD. 

SoUdum rotatione reftanguli genitum eft exceflus , quo folidum rotatione 
fpatii A'ABCC' genitum fuperat foUdum genitum rotatione fpatu JADCC j 
^u ioVABCD = fol.^^B5'-fol.D'Z?CC'+fol.fi'5a:'-fol.^^i?D' 

t Vn'5 A^A^-^-A^AV.BB^^BB'^^ 7 ' - 

r^r-^ -8 i -(D'ZJ9+D'D X CC + CC'«) J 

. , ^'n-^ 5'5» + 5'5xCC'+CC'* \ 
+ ^-K.AD |.(^^+^'^xDD'+DZ>'») $ 

Aa 3 «= i^» 
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1 . ^ 4 

teiw.^'F'{ 2,S,S'(JBB - DD') - 255'(CC'- ^')+.S5'(BB'+^^'- CC'- JDJD')] 

+iw.^'l3'[a55'(Bfl'-I?I?'>f2<S5'(CC'-ul4')+55'(BJB'-^'+CC'-jDI?')] 

S!:t.^'jb'.55'( ^'+BB'-CC'-DD') a7r.>l'B'.<S.S'(fla'-M') 
+yr.A'D'. SS'C-AA'+BB'+CC'' DD')^+27r.A'D'. SS'Cbb''dd') 

Atqui C*»'-'^') = BCfia^ j^^jj^ ^'b' = ABfm.^ 

(bb'-et') s ^cof.^ a'd' = BCcof.^ 

Itaque »w.w4'fl'.,S4S'(«i'-«') , ^.BCfin.»* , 

+27r.AD.SSXbb'dd) +^XBCcoC«^ 
sa JBCD ' SS' . 27r. 

Corollarhm primum Reftangula quotcunque . circa eundem axem revolvan- 
tur: fumma iblidorum, quae rotatione reflangulorum horum generantur, aequa- 
lis efl prismati , cujus bafis eil fumma horum reftangulorum , & cujus altitudo 
eil circumferentia percurfa a centro gravitatis communi totidem maflarum in 
centris re&angulorum coadunatarum fingulisque re^tangulis proportionalium ; 
quod punftum didtur centrum gravitatis commime omnium horum reftangu- 
lorum. 

Coroltarmm fieundum. Sint quotcunque reftangula pofitione & magnitudine 
data, qu» circa axem quempiam revolvuntur. Solidum rotatione hac geni- 
tum proportionale eft diftantiae centri gravitatis conununis omnium reflangu^ 
lorum ab axe rotationis. 

Scholium. Modo haud multum abfimili demonftratur : folidum a parallelo« 
granlmo obliquangulo circa axem quemcunque revoluto genitum aequale effe 
prismati, cujus bafis eft ipfum parallelogrammum , & cujus altitudo aequalis 
eft circumferentiae a centro figurae parallelogrammi rotatione hac genitae. Et 
fimilia inde neftuntur corollaria. 



m 

§. 128. Solidum , fa£bim ex aliqua figura atque ex diftantia centri gravio 
tatis figurae ab aliqua redte, yoc^itar fnomentum figura refpe6hi hujus re&d^. Pro- 
inde momentum alicujus re6languli refpeftu axis, circa quem rotatur, eft ad 
folidum ab eodem re6tangulo hac rotatione genitum in ratione conftanti; nempe 
in ratione radii ad circumferentiam , feu ut i : a^r. Et momentum quotlibet 
reftangulorum refpeftu axis, circa quem rotantur, eft ad fmnmam fpatiorum 
folidorum ab iisdem reftangulis hac rotatione genitorum , in eadem ratione 
conftanti. 

Pariter reftengulum, fa6him ex aliqua iinea atque ex diftantia centri ejus 
gravitatis a refta quapiam, dicitur momtntum prioris lintct refpeftu pofterioris; 
& reftangulum , faftum ex fumma quotcunque linearum & ex diftantia commu* 
nis earum centri gra vitatis ab aliqua refta , vocatur momentum harum iinea- 
nun refpeftu hujus reftae. Proinde fi reftae quotlibet circa axem queinpiam 

■ 

revolvantur, momentum harum reftarum refpeftu hujus axis eft ad fummam 
fuperficierum , quas eaedem lineae hac rotatione generant, in praedifta ratione 
conftianti, i : a^^r. 

His praemiflis pergo ad fuperficiem, a linea quacunque circa axem ali- 
quem rotata genitam, & ad folidum rotatione cujuscunque figurae circa axem 
aliquem genitum. 

§• 129. Brevitatis caufa denotent S.R^ S.F folida a reftangulis figurae 
alicui infcriptis aut circumfcriptis , & a figura ipfa rotatione circa eundem axem 
fimul genita; porro denotent if .J?, M.F momenta horum extenforum refpeftxi 
hujus axis; G.lt^ G.F diftantias centrorum gravitatis horum extenforum ab 
eodemaxe; &ji*llf ^.jFareas horum extenforum. 

i^. Eft M*PQ=sAFxG.F) =3 lim.ilf.^ 

=s \im.(^.IlxG.Il) 
= Iim.^.i?xUm.G.^ 

proinde G,F^ \ha.G.Jl. 

5". Eft 
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ii^ Eft ^.F=lim.5'.je * ^ 

= 2T.lim.ilf.i? 
= a7r.lim.(if .i?xG.JP) 
=5 27r.lim.-^.^xlim.G.if 
=2 ZTT.A.Fy.G.F 
2= 27ry.M.F. 

Proinde folidum rotatione figurce F giniium aquale eft Jhlido fa&o ex haejigura 
mtque ex circumferentia a centro gravitaiis ejus rotatione hac genita; feu folidum a Jfgura 
J^genitum efi ad momentum ejus refpeStu axis rotationis in ratione conjianti circumferen" 
ttce circuli ad radium ; & fotida rotatione ejusdem figurce circa varios axei gemta funt 
^nter fe uti difiemtice centri gravitatis hujus figwrce ab iisdem axibus. 

Eodem modo fuperficies rotatione alicujus tineoe circa axem quempiam genita 
«equaRs eft reSanguIo , faffo fub hac tinea & fub circumferentw a centro gravitatis ejus 
Totatione hac genita; feu fuperficies hcee efi ad momentum tinece genitricis refpeSfu axis^ 
€trca quem rotatur^ in ratione conftanti circumferentice cireuli ad radium. (a\ 

§. 130. 

Cci) Theorema hoc, fupprefla demoTiftratione , Papptjs jam fub finem Proefationij Lib. 
VJI. CoUeSt. math. expofuit his verbis : O rm TA,%im ccfiCpot^tKwv Koyo^ ^tn/Tjirrai 
«X T» rm »fi(t>otfffieiruv %ctt roiv eirt rug u^ovotg ofiotuc K»r7iyfjL9vwv evduwv »iro rw 
€v ctvrotc HsvrpofictftHwv crjfutmv. O ia rmv arikm sh tb rwv otfi(potCfiuirm h»i rm 
Tepj(pep8iwv , ocetc swotrjUB r» €v etvrotc HsvrpoPetpixct fftjfutct. Quse Halleius {Apol- 
lonU Defeffione rationis & fpatii Libru Oxon. 1706.) ita vertit: „Figurae per- 
^f fefto gyro genitae rationem habent compofitam ex ratione gyrantium & ex iUa re- 
„ftarum fimiliter ad axes duftarum ab ipfarum gyrantium gravitatis centris. Ratio 
„ vero incompleto gyro genitarum fit ex ratione gyrantium & arcuum , quos de- 
„fcripfere earundem centra gravitatis.,, Commandinus (Pappj! mathe?nat. Colleff. 
Pifauri JS88.) verterat: „Perfeftorum utrorumque ordinum proportio compofita eft 
,, ex proportione amphismatum & reftarum linearum fimiliter ad axes duftarum a pun- 
5, ftis , quoe in ipfis gravitatis centra funt. Imperfeftorum autem proportio compo- 
„ flta eft ex proportione amphismatum & circumferentianlm a punftis , quse in ipfis 
^,funt centra gravitatls, feftarum.,, Keplerus {Nova Stereometria doliomm. 
Lincii 1615. P- I- Theor. XVUI. fq.) omnem annulum , genitum rotatione cujuslibet 
iigurae fymmetricae circa axcm diametro figurae parallelum , five extra figuram fitum, 
five perimetrum ejus contingentem , aequalem effe oftendit cylindro , cujus altitudo 
aequet longitudinem circumferentiae , quam centrum figurae ch*cumduftae defcripfit , 

bafis 
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§. 130. Hinc deducuntur methodi centrum gravitatis cujusvis figur» de-» 
terminandi. Nempe determinetur folidum rotatione figurae hujus circa axem 
quemlibet genitum; quod transformetur in prisma, cujus bafis fit ipfa figura 
rotata: altitudo hujus prismatis inuninuta in ratione cLrcumferentiae ad radiimi 
erit diftantia centri gravitatis hujus figurae ab axe rotationis. Et proinde cen- 
trum gravitatis ipfum determinabitur, fi determinentur foiida rotatione figur» 
hujus circa duos axes (fibi invicem non parallelos) genita. 

Viciflim, centro grftvitatis figurae alicujus pofitione dato, determinantur fo- 
lida rotatione figur» hujus circa axem quemlibet pofitione datum genita. 
Eadem appiicantur ad fuperficies rotatione alicujus lineae circa duos axes 

genitas. 

Quodfi autem figura fymmetrica efl:, feu axem aliquem figurae habet: 
quoniam centrum gravitatis ejus in hoc axe fitum eft , ut pofitio centri hujus 
determmetur, fufficit momentum figurae quaerere, refpeftu unius re6te, v. gr. 
refpeftu lineae, quae fit axi huic ordinatim applicata. 



Caput decimttm quintitm, 

De folidis earumque fuperficiebus in genere, et de curvis duplicis 

curvaturiC. 

Volidorum rotundorum proprietates tum a figura genitrice, tum a pofitione 
axis, circa quem figura haec rotatur, pendere, in tribus capitibus praecedenti- 
bus abunde fuit declaratum. Solida haec praecipue mathematicos occuparunt» 
Dantur autem innumera alia a folidis rotundis diverfa; quorum potiores duas 

fpecies 

* 

bftfis vero eadem fit ciim fefticme atmnli. GuLDiinjs (De emtro gravitatis. Lib.IT* 
Viennae 1640. Cap. VHI. Prop. 11.) regnlam ^ qnam vocat , genendem compofitionis 
poteftatum rotundarom hanc tradidit» fed per induftionem tantum comprobavit: 
9) Quantitas rotunda in viam rotationis ( lineam circularem , quam in rotatipne de- 
jyfcribit centrum gravitatis magnitudinis rotatae) dufta producit poteftatem rotundam 
,,uno gradu altiorem poteftate five quantltate rotata.„ Demonftrationes regulae^ 
quse ad Quldinum tanquam inventorem referri confuevit, varii deinde varias pro« 
pofuerunt. Conf* Mon tucla Hi/t. des Math. T. IL p. 19. fqq. 

Bb 
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fpecies primunr breviter pertradare , tum generatim de illis disquirere non alie« 
niim ab re erit. 

§.131. Sit figura quaecunque plana pofitione & magnitudine data. Re- 
fta quaepiam ita moveatur , ut fibi femper parallela maneat , & ut aliquod ejus 
punftum circa perimetrum figurae hujus progrediatur. Singula reftae hujus 
punfta defcribunt lineas perimetro figurae datae parallelas , eidemque fimiles & 
aequales: proinde folidi hoc modo geniti feftio, plano quocunque figurae datae 
parallelo fafta, aequalis & fimilis eft huic figurae. Superficies a refta mobili 
genita dicitur fuperficies eylmdrica; & refta mobilis dicitur ejus latus. Figura 
data, & feftio folidi, plano figurae huic parallelo & per alterum lateris extre- 
mum transeunte fafta, dicuntur bafes folidi. Solidum ipfum, bafibus &fuper- 
ficie cylindrica terminatum, dicitur cylindrus feu folidum cylindricum. Cylin- 
drus eft re£tus aut obliquus , prouti latus eft bafi perpendiculare aut obliquum. 
Diftantia bafium cylindri dicitur ejus akitudo. 

Solidum cylindricum limes eft prismatum ipfi circumfcriptorum aut infcri- 
ptorum. Sed capacitates horum prismatum funt in ratione compofita ex ra- 
tionibus bafium & altitudinum eorum; & bafes folidi cylindrici funt etiam li« 
mites bafium horum prismatum: proinde etiam folida cylindrica funt in ratione 
compofita ex rationibus bafium & ^altitudinum ipforum. Ideo denotante 5 ca- 
pacitatem folidi cylindrici , B bafin ejus , & H altitudinem ; erit S = BH. 

Proinde quotiescunque area bafis folidi cylindrici terminis finitis exprimi 
poteft; capacitas quoque folidi cylindrici accurate determinatur. 

Pariter fuperficies cylindricae reftae funt in ratione compofita ex rationi- 
bus perimetrorum bafium, & altitudinum. Superficies autem cylindricae obli- 
quae pendent a perhnetro feftionis cylindrii plano ipfius lateribus perpendicu- 
lari faftae. 

§. 133. Solidi inter, quae a cylindricis originem ducunt, ea contemplari 

fufficiat, quae cylindrorum reftorum (inprimis) feftione bafi obliqua generantur. 

rig.36. Sit nempe ^B refta quaecunque in plano bafis cylindri refti afta; & fit 

JNN*B fegmentum bafis refta hac AB abfcilfum. Cylindrus fecetur plano per 

JlB 
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JIB transeunte; fitque AMTi/tB feftio fuperficiei cylindricae plano hoc fafta. 
Solidum, fuperficiecylindrica-^iW'ifiIf'Af, & fegmentis ^iViV^jff , AMM' B com^ 
prehenfum, vocatur cono-cmeuf vel ungula cylindrica. 

In plano bafis ducatur refta quaevis NP ipfi AB perpendicularis ; per NP 
agatur planum bafi perpendiculare ; & fit MNP feftio ungulae plano hoc fa6la. 
Trianguli reftanguli MNP angulus MPN aequalis eft angulo inclinationis duorum 
planorum ANN^B, AMM^B^ qui fit (p; & proinde omnes feftiones pari modo 
faflse dantur fpecie; nempe eft NM^ iVPtang,<p, N'M*= iV'P*tang.^. 

Capacitas ungulae cylindricae Hmes eft capacitatis ungularum prismatica- 
rum, quae oriuntur ex feftionibus fimul faftis prismatum folido cylindrico in* 
fcriptorum aut circumfcriptorum. Capacitate igitur ungulae pofita =aS, axis AB 
abfcifla -4/^ = jp , & iVP=y; fit -j- = fyytang.flj: proinde ungulae capacitas 

%XJC 

ab' integratione hujus formulae pendet. 

Exempta. Solidum cylindricum fit cylindrus circularis reftus; & refta AB 

J c 

fit diameter 2r bafis cylindri. Erit yy = 2rx^xx; ^ s= |(2r;^— xat) tang.^ ; 

5 == C + i(rxx — jx3)tang.^. Atqui 5* = o, quando x = o; proinde 

5 = |jcjt(r — I j:) tang, ^. Sit jp « ar: erit 5" = 2rr(|r) tang. (p = |rr.rtang.(p. 
Cubatura folidi hujus accurate obtinetur, neque a quadratura circuli pen- 
det. Par ratio eft ungularum cylindricarum , quarum bafes funt ellipfes conicae, 

hh 

6 AB alteruter earum axis, v. gr. transverfus za. Tum fcilicet yy = -.(aax-jcjc) ; 

bb ^ 

unde 5 = 1 — tang. ^ . j:jp(a — | jf ). Sit x ^ 2a; erit 5" = a^* tang. ^ . |4 = 

fa&.^tang.^. 

Idem dicatur de ungulis ex feftionibus cylindrorum parabolicorum & hy^^ 
perbolicorum genitis. 

Obfervatio. Ex formula -.- = |yy tang. ^ fequitur : ungulas , feftionibus 

ejusdem folidi per eandem in bafi reftam transeuntibus faftas , inter fe efle uti 
tangentes angulorum ^. Verum haec ratlo tantum fubfiftit , quamdiu tang. ^ 
eft poffibilis, feu quamdiu planum AMJStB cylindri lateribus occurrit Quando 
autem anguli ^ tangens fit impoifibilis, feu quando angulus ^ fit 90°; figni | 

Bb a feu 
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feu 00 introduftione monemur: non amplius de ungulis agi poffej nec formu- 
lam pro ipfis traditam poffe ad capacitatem folidi » plano bafi normali a cylin** 
jdro abfdffi , determinandam appUcari. 

§. 133. iEquatio differentialis fuperficiei curvae ungularum ex iisdem^ 
principiis deducitur, Sit nempe z arcus ^iVfegmenti bafis jJNN'B, & fit 5* 

fuperficies curva imgulae; fit ^ = JIfiV = ytang.<p: unde^res ad calculum in- 

dz 

tegralem reducitur. 

Exemplum pritmiftt. Solidum cylindricum fit cylindrus circularis reftus, & 

At: r dS 

fit AB=^Qx diameter bafis: erit — = — : hinc — =rtang.<p; 5= rjc tang.^. 

ax y ax 

Sit x^ar; erit S= arr tang,(p =r arxrtang.^: proinde hoc cafu etiam fuper- 
ficies curva ungulae abfolute habetun 

SchoHum. Eadem ^ quae §. praecedente , de impoflibiUtate applicationis ha- 
rum.formularum ad cafum, quo 9 = 90«^, obferventur. 

Exemptum feeundum. Solidum cylindricum fit cylindrus ellipticus, & fit jlB 
axis alteruter ellipfis. 

r 

i^. Sit AB^aa axis transverfus, ab axis fecundus, fitque aa—Bb^ee; & 

abfciffae x axis AB fumantur a centro ; erit t- = — tang.cJ^C xx); cujus 

ax aa \e ^ 

formiilae integratio non ab re6tificatione ellipfis, fed a quadratura tantum circuli 
pendet. Nempe eft 5 = |^^arc. fin.~+ — r(— — jpjc)^ tang. <p. 

Sit*-«; fit 5=i|(larc.nn.l+<i6)tang.(p, & fuperfides integra -ifIWf!52ViV 

(ii3 

— arc. fin. - + a4) tang. f. 
9: a 

Sthotium, Arc.fin.l= 1 — l^+l^— (§.'79.) Mnc 

_arc.fin.— =r 'r0~"iii"*"ir4~* ....)♦ proinde cafii, \q\xo #«0, fea quo 
bafis eft circulus, fit ^= (««+«&) tang.^ = rwotang.^ (ut priusX 

a^. Sit JB axis fecundus = ab : erit ^ = ^tang. (p rf ^ + xx") ; cujus 

ax bb >- ee 

formulae integratio non a reftificatione eDiplis» fed ab quadratura byperbofee 
jfett a logarithnus pendet» ' Nempe efl; 
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Unde, fefto # = 0, fuperficies propofita eft a«.tang.<p (ut prius). 

Eodero modo oftenditur: faperficiem ungukrum parabolicarum aut abfo" 
hite haberi, aut ad logarithmos red,uci; & fuperficies ungularum hyperbolica- 
rum (feftione per alterutrum axem genitarum) a re6tificationc hyperbolae noa 

pendere. 

,§. 134. Solida conica aliud conftituunt foEdorum genus, quorum confi- 

deratio fi^e^uenter occurrit. 

Sit figura quaecunque plana pofitione & magnitadine data. Sit etiam pun- 
ftum quodvis extra planum figurae pofitione datum ; & reda per hoc punftum 
dufta eirca perhnetrum figurae rotetur. Refta haec ita revokta gigmt /uper/l. 
tiem tonUam, cu)us vtrux cft punftum datum. Refta ex vertice ad punftum 
aliquod perimetri bafis dufta comcidit cumlmea genitrice ea pofitione, qua per 
punftum hoc perimetri bafis transit; ideoque refta haec tota in fiiperficie co- 
nica iacet, & dicitut latw fiiperfidei conicae. Soliduai, figura data & fuper- 
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ficie conica terminatum , dicitur conus , feu folidum conicum ; & figura ipfa ejus 
bqfif. Refta ex vertice in planum bafis perpendiculariter demifla vocatur a/ti/ttdo 
coni. Si bafis habet centrum figurae , & altitudo coni plano bafis in hoc ccn- 
tro occurrit; conus vocatur reSlus: fi fecus; conus eft obliquus. 

Si conus plano fecetur bafi parallelo : figura feftionis tafi fimilis eft ; & 
dimenfiones homologae feftionis ac bafis funt inter fe uti diftantiae plani fecan« 
tis & bafis a vertice coni. 

Sint duo coni aequealti; bafes eorum in eodem plano jaceant, ita ut ipfi 
fmt verfus easdem hujus plani partes fiti. Altitudo communis duorum cono« 
rum dividatur in partes quotcunque aequales : & utrique infcribantur ac cir- 
cumfcribantur prismata aequealta ad normam § priini exempli tertii; quorum 
bafes fint figurae fimiles feftionibus fimul infcriptae aut circumfcriptae. Duo 
prismata in utroque cono fibi invicem refpondentia ( feu a vertice coni aequali- 
ter diftantia ) funt in ratione conftanti bafium fuarum , feu in ratione figurarum 
bafibus conorum fimui infcriptarum aut circumfcriptanun ; proinde & fummae 
horum prismatum funt in eadem ratione conftanti. Quare & iimites harum 
fummarum, nempe duo coni, funt uti limites figurarum bafibus infcriptarum 
-& circumfcriptarum , feu ut ipfae bafes. Ratio igitur duorum conorum aeque- 
•^torum aequalis eft rationi bafium eorum. 

Atqui ratio bafium aequalis eft rationi cylindrorum aequealtorum bafibus 
illis infiftentium. Proinde coni aequealti inter fe funt uti cylindri aequealti iis- 
"dem bafibus infiftentes. 

Sed conus circularis eft pars tertia cylindri circularis aequealti fuper ca- 
'^dcm bafi* Proinde conus quilibet pars eft tertia cylindri aequealti eidemque 
bafi.infiftentis. 

Determinatio igitur capacitatis cujusvis folidi conici rcducitur ad detcrmi- 
'imtionem bafis. 

§. 135* Secus autem res habet quod ad fuperficicm folidorum conico^ 
jrum. JNotum eft , fuperficiem coni refti circularis a circumferentia circuli pen- 
dcre. Determinatio autem fuperficiei coni circularis obliqui ( cujus inveftiga- 

tiioni 
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tioni tot tantique mathematici incubuerunt ) nequidem ad refUficationem fe£lio« 
num conicarum terminis finitis poteft reduci. 

Omiflis cafibus particularibus , quibus compendia quaedam poflUnt indaga'* 
tioni fuperficierum conicarum adliiberi, niethodum omnium univerfaliflimam 
disquifitionem hanc infl:ituendi ftriflim exponam. 

Sit JMB bafis coni; 5" vertex ejus; SP ipfius altitudo, quge plano bafis in Flg.37. 
P occurrit. Plano bafis circumfcribatur figura quaecunque reftilinea ; per fin- 
gula figurae bafi circumfcriptae latera & per verticem coni agantnr plana; qu» 
conftituent fuperficiem pyramidis cono circumfcriptae. Sit M punftum conta- 
ftus unius ex lateribus ; in quod ex jvertice S demittatur perpendiculum ST. 
Sit c latus figurae bafin in JU contingens. Ducantur 5/0^, PM re6te. Super* 
ficies trianguli, cujus lioc latus eft bafis, & cujus vertex 5",. eft |rxST=a 
lc X SM&n.SMT. In angulo folido M, cujus acies funt »i?, MS, MT, du38 
facies SMP, PMT fibi invicem funt perpendiculares : proinde cof.SMT =s 
coLPMTcoLSMP; & rm.SMT:=zr'(i^co(.^PMTco(.^SMP). Superficies co- 
nicaponatur =5, &'arcus^ilf=s: erit ^ = iSMr^(i—coL^PiUTco{.^SMP) 

s ir(SM^:^PM^coL^PMT) 
=s IViSP^ +PM^ rin.^PMT). 
Atqui ex aequatione data bafis datur angulus PMt per PM & per angulum 

jiPM v. gr.; daturque etiam exponens differentialis j^: proinde res ad cal- 

^PM 
culum integralem femper reducitur. 

Exmptmt. Bafis fit circulus , cujus centrum C, & radius CM; & pmi* " 

ftum P jaceat intra circulum. Erit fin. FMT = cof. CMP; PM&a, PMT ss 

PMcoLCMP^ CM—CPco(MCP. SitCM=r, 5/»= A, CP=a, MCP=z: erit 
dS 
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I » b^ 

I X 1 a^cof.^a;(r — acof.«)5 

- i-rt ji 

I i a^con^aCr— ocof.»)* 

*"?•••*- P- 

I z a'coC*a(f— ocof.a!)5 

— ?•••! b^ 

Unde, fumtis mtegralibus arcui » «s i3o^ refpcmdentibuSt fuperficLes integnL 
coui obliqui» fit 

^-^(i + f.i^ 

laaee+hfa* 

t X i^ 

£ 1 A 1 1 

+ i-|'l p 



i 5 a* * 2* 2' 

. i ^2* '^»48 ^ aio 



M « M W M ^ ^J 

^ Series haec eo promtius convergit, quo ftfeu V(hh+rr) major eft refpeftu 
41 & r, feu a & 2r. Eanititur hoc principio: quod, fifuerit ;p = cof.^»;^, eft 
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Eodem modo feries obtinetur admodum regularis pro z = 90®, ex integra- 

tidne formularum -— = cof.^»+ia;> fafto z = 90^. 

dz 

His (introduftionis loco) de folidis cylindricis & conicis breviter praemiflis, 

pergo ad confiderationem folidorum magis univerfalem. 

§. 136. Quemadmodum punftorum in eodem plano jacentium fitus mutui 
omnium frequentiffime determinantur , punfta iiaec ad duas reftas fibi invicem 
normales referendo per reftas ad eas perpendiculariter aftas; & quemadmo* 
dum curvajum in eodem plano jaccntium fymptomata felici fuccefiu determi-^ 
nantur per relationem mutuam perpendiculorum , ex fingulis curvarum harum 
punftis in duas reftas fibi invicem nonnales demiflbrum ; ita etiam fitus mutui 
punftorum in fpatio fitorum faepiflime determinantur , punfta haec ad tria plana 
fibi invicem normalia referendo per reftas ad haec plana perpendiculariter aftas; 
pariterquc tam curvarum in eodem plano non jacentium , quam fuperficierum 
curvarum, & folidorum fuperficiebus his terminatorum fymptomata frequen- 
tiflime determinantur per relationem mutuam reftarum, ex fingulis curvarum 
harum aut fuperficierum punftis in tria plana pofitione data & fibi invicem nor- 
malia perpendiculariter demifTarum. 

sx rsx XSZ 

Sint ST feftiones communes planorum XST^ TSZ fibi invicem norma- Y\vl. 18. 
SZ XSZ ZST 

lium & in punfto S fibi mutuo occurrentium. Sit M pun6hmi aliquod in 

fpatio, cx quo agatur refta SP plano XSZ perpendicularis. Tum ex pun- 

fto P agatur refta PQi rcftae SX perpendicularis. Reftae PQ, 5Q refpe- 

ftive aequates funt reftis ex eodem punfto M in piana TSX^ TSZ perpendi- 

culariter aftis. Prcnnde punfti M fitus in fpatio determinatur tribus reftis 

MP, PQt, sq 

in plana ZSX, TSX, TSZ perpendiculariter aftis, quae vocentur 

y, », ^- 
Hinc v. gr. determinantur tam diftantia SM punfti M a vertice 5, quam 

indinationes reftae hujus SM ad tria plana propofita: fit euim 

SM^ = iKP« + /S» =» Mp^-^^PQC^SQi^ =5 yy.^zz^x^. 
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§. 137. Tria plana, ZSX, TSX, TSZ nonnifi majoris facilitatis gratia 
fumuntur fibi invicem perpendicularia ; quaecunque enim de hoc fitu illorum 
planorum dicuntur, facile poffunt ad alium quemcunque fitum transferri. 

1°. Per S agatur quodvis aliud planum i?, quod plano Z5X m refta Sl^ 

occurrat fub angulo dato cl\ & angulus -XS^ vocetur Q. Ex P punfto agatur 

PR ipfi ^/^perpendicularis; & planum per reftasJKP, PR duftum occurrat plano 

propofito in Rr refta: in quam ex punfto M agatur jMT perpendicularis , quse 

proinde erit plano propofito TX^perpendicularis; & angulus PRr eft angulus «, 

fub quo rRV planum inclinatur ad planum' ZSX. 

Erit (§. laSO PR = PQcof.^+SQfin.C 

SR = ^cof.e— /'Qfin.^ 
ilfr(= Pi?fin.a— ilfi»cof.a) 

= PQcof.Cfin.a+SQfin.^fm.tf— JITPcof^i 

J?r(= /Wcof.a+ilfPfin.a) 

= /'Qcof.^cof.a+SQfin.f cof.tf + JWPfm.tf. 

Proinde tres reftae SAf, RT^ Mr^ quibus punfti Bi fitus refpeftu plani R de» 
terminatur, habentur pelr angulos «, f , & per reftas MP, i^Q, ^ exprefife. 

2°. Planum propofitum jR' non transeat per S\ fed reftae SX occurrat in «$', 
& plano ZSX in 5'F'. Per S agatur refta 5^ ipfi S'V^ parallela, & per 5^ 
agatur planum R plano £' parallelum. Tum iisdem, quae in cafu praecedente 
feftis, occurrat PR ipfi S'V^ in i?', & ivroccurrat in T' plano ^'; ac proinde 
fit R'T ipfi RT parallela. Erit . 

^^'=5<S'fin.^, unde iW'=/^cof.e+5Qfin.f+55'fin.ff 
S'^'=Sff+^5'cof.^, feu 5'iP'=SQcof.e-i'Qfin.e+55'cof.€ 
R'T=RT^-R'R cof.a , feu Je'r'=i^cof.ecoi:«+Sqfin.ecof.a+iHPfin.a+SS'fm.Ccof.» 
JIZ^=«r+^'^fin.«, - feu JHr=PQcoi:^fm.»+SQfm.Cfin.«»-iiritof.»+^^'fin.ffin.«. 

, ' Vicif- 



VicUnp rea» JHP, PQ.f SQ, exprimi poiTunt per reaas 5*2?*, R't, MJ*, 
fimul cum refta SS' & angulis « & €. Fit enim 

Sq =3 5'je'cof.^ + R'Tfm.€coLa. + JaTRn.€riiL(i^SS\ 
pq^ sz ^S'R'GnJS + R'Tco£.ecoU + MT'co(.€ixM 
MP « RT&nM —uTcoLct. 

Corottmum primum. Sit MT'=so; feu planum S' per iflf . transeat. Erit 
•MP =3 JlfiB'fin.» 
pq^ =3 -5'J?'fm.f + JP'Jircof.fcof.« 
sq ' =s 5'je'cof.€ + JR'Mrin.eco(M'-'SS\ 

CoroUarium ficvndum. Obfervandum eft: redas S*R\ R*Ty Ml* per reftw 
MP, PQ., sq ita detenhinari» ut in expreffionibus ipfarum reftae MP,, PQ,, SQ 
nulla alia operatione invicem conneftantur praeter additionem aut fubftraftio* 
nem , feu prioftun reflarum expreffiones efle primi tantum gradus funftiones 
pofteriorum. 

§. 138. Sit M* aliud punftum, ex quo agatur M*?* refta plano ZSX per- ng.3t. 
pendicularis ; & ex punfto p' agatur Pq^^re&SL ipfi SX perpendicularis. Tum 
agatur etlam PP' refta; ac fmt J^' ipfi PQ,', Mm' ipfi M'P perpendiculares. 

sint M'p, pq:> sq:, 

y, z', x' refpeftive. 
MM'^zsm'»+M'm'*=PP'*+M'm'*=sPl'»+Pq'*+M'm'* 

=(*'.jc)»+(a'-«)9+y'-y)« 

unde MM' =n(*-*)*+(»-«)*+(y-y)*) 

A^gulus M'Mn' ille eft, quo MM' refta ad planum ZSX inclinatur; atque 

,j-, M'm' y-y 

tang.JJfilft. « p^- r((;,'.^)» + ^«-.«)>) 

I 

^•^^'* " n(V.x)»+(«'.^*)* + (y'-y)») 

^ (y-y)*+(*-*)*+ («-«)* -^ 
Obfirvatio. Reda PP' proje£tio eft orthographica reft» JlfJlf' in phmnm 

Cc » if^JT; 
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ZSX; & ratio 'te(be MS^ ad projeftiohera fuam pp' «qualis eft rationi radii 
ad cofinum anguli , quo refla MM* ad planum ZSX inclinatur. 

Univerfira notum eft: figur» planae cujuslibet in pianum aliquod ortho- 
graphice projeftae rationem ad projeftionem fuam «qualem effe rationi radii ad 
cofmum anguli, quo figurae hujus planuni ad planum projeftionis inclihatur. 

§. 139. Porro fit & tertium punftum IM^^ Sit pariter M^p" plano ZSX^ 
& P^o" reftse SX perpendicularis. Agantur MM\ M'3f ' reftae : & fmt Pq\ 
Jlitn reftis p"q\ M^P' perpendiqulares. Sint ^^ T' ^IS' ^- refpeftive. 

Erit MM" == r((;ctj^)^+(y".f^)»+(5jV2)3) 

m^m" ^ y^iix-xyW^y-yY+iz^^zn 

Hinc determinatur area trianguli MM^M" per formulam notam 

.../,/ fi^rMM-k-MM-^MM MM^MM-m'ia MM'MM-^m'm^ -MM-^MM^-^-M^M^ 
MMM^*^ l --— — • • ) 

f ^MM^^.MM^^^-MM'^! ~^ . 

\+2MM'^.M'h^^'-M'm^J' * • . 

Item PP' = r(ix'xy + (a -«)0 

PP' = r((x^xy + iz.zyy 

p'p":= >^((x".x')* + («".«')«): unde pariter dcterminatur arca trian- 

guli PP'p\ 

Hinc etiam determinatur capacitas tranci prismatici triangularfe 

MM'M"pYPf cajus expreffio eft pp^p\MP+M'p'+M"p\ 

3 , 

Hinc quoque infertur angulus, fub quo planum trianjguli Milf JJ/ ad pla- 



num ZSX inclinatur; cofinus enim hujus anguli eft' 



PPP 

mm'm"' 



Ad feqaentia 



autem praeftat , angulum hunc paulo aliter inveftigare, ut fequitur, 

§. 140. Reftae m'm, M^M produftae, reftis p'p, p'p in punftis t', if 
occurrant. Reftae PT', PT^dantur magnitudine; fit uempe 

PT = MP x U-i = y X -^^^ LfXl^-^Ll. 

Mm y-y 

W ,^« w J^P' . r((*-Jf)» + («-«)>) 
PT s= MP X =p-r a* y X — ' ' ' ^ t L2. 

la 
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In triangulo tPf dantur angulus TFT^i^P^PP") , & crura hujus 'anguli 

PT', Ff; proinde datur refta TT = rirp^'2T'P.PT'co^.T'PT'-\-Pr'»'), 

„ 11 j- 1 •- -:k ysfwt T'p.PT'iin.T'Pf 
Sit PT ipfi TT pcrpendiculans; erit PT = — — -^ 

rp.pr'fin.r'p r' 

««/ MP\ Mp yiT'p*' 2t'p . pr^cof. r'PT^+ pt^q 
tang.MTPC = ^^p-; = r'p.pr"fin.r'pr" 

.•Exemphm. Angulus />'-?/'' fit reftus: fit tang.MTi» =s flg^aS. 

^^f (/-y)* , (y'-y)* \ Sint autem fimul plana JI»'/^J»', ^''* 

MPP'M\ planis TSX, TSZ refpeflive parallela ; & proinde *'=*, »'=a: erit 
tang.^f rp = y-r (l;yy -ItQ^yy Vono angulus TPQ ille eft, fub quo 

5JP, r'r"reftae ad fe invicem inclinantur: angulus hic fit aequalis angulo T\ 

-py z^^z x^x 

cujus tangens eft -— r =i -3 — : t — 
J • Pr y-y y-y 

§. 141. Hisce praemiflis de punftis in fpatio, quorum fitus mutui nuUa 
relatione determinata fecum invicem conneftuntur: pergo ad praecipuum dis- 
quifitionis hujus caput, ad cafum nempe, quo punfta relatione aKqua data in- 
ter fe conneftuntur; ita nt locus punftorum M fit fuperficies aut curva aliqua, 
relatione quadam inter perpendicula MP, P^t SQ determinata. Quem ut, 
quantum potero , luculenter explicem , ab exemplis omnium fimpliciilimis 
ordiar. 

Exemphm primwft. Detur fumma quadratorunj perpendiculorum AfP, PQ, Fifc^g 
SQ; fumma haec eft MS^ (§. 136.) : proinde refta SM datur magnitudine, & ^^* 3*^* 
punfta JH jacent in fuperficie fphaerica, cujus centrum eft \S, & cujus radius 
magnitudine datur. 

Quoniam fununa MP^ + Pi^^ + SQ^ datur niagnitudine : fi re6la JlfP ejus- 

c dem manet magnitudinis , & proinde punfta M, in plano pofitione dato & plano 

. jJ^-Sr pgtfallelo jacent; fumma PQ^ + SQ^ feu ^SP* pariter datur magnitudine. 

Agatur JkfiV reftae SP parallela, quae ipfi srinN occurrat Refta NM — SP 

Cc 3 etiaia 
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ctiam datur magnitudine; & proinde punfta M fita funt in c^cumferentia cir- 



culi, cujus centrum iV& radius NM=SP. 

Hinc difcimus : omnes folidi propofiti fefliones planis ZSXy TSX^ TSZ 
parallelis faftas effe circulares, & centra harum feftionmn jacere in refta per- 
pendiculari plano dato, cui plana a£la funt parallela; ideoque folidum propofi- 
tum eit folidum rotationis circa quamlibet re£larum SX, ST, SZ. 
Fig.38i Secetur idem folidum alio quocunque plano per re6him <sV transeunt«. 

^ * Sit angulus , fub quo hoc planpm ad planum ZSX inclinatur s: «, & angulus 
v's'X=€; fitque Jlfpunftmn aliquod perimetri feftionis. 
Quoniam (§. 137.) MP=x MJR'Cm.<i 

PQ = MR'coUcoi€'S'R'fin,€ 
5Q = MR'coUrm.€+S'R'co(^.€-S's 
PQ« + 5Q» = iHJe'*cof. »« - 2SS'y.MR 'cof.<» &n.C+S'R' »- 2SS '•XS'R'coi.€+S'S* 
&Me*+PI^Si^= MR'* ~2SS'xMR'co(Miin.C+S'R'*'2SSVs'R'co{.S+S'S* 

= (MR'-S'ScoU{m.ey + iS'R''SS'co(.0'^ + SS'^fm.^aCm.»S, 
quae eft sequatio circumferentiae circuli ; proinde feftio folidi plano quolibet fafbi 
eft circulus (uti notum). 

Scholium. Ex formula MP^ + i^Q» + 5Q*— 55'^fin.«tffm.»C = 

+{S— fJfSfe^^^ ^^*^^ duabus trium quantitatum SS\ «, €, tertia fic 

determimatur, ut planum duftum tangat (fi fieri poffit) folidum propofitum; 

fefto nempe ^^'fin.ctfin.f = r(«/»+PQ*+^Q*): fed de hoc fitu planorum 

aftorum feorfim agere praeftat. 

Exemplum ficundum. Summa quadratorum reftxirum P^, SQ habeatratio^ 

nem datam ad quadratum reliquae MP. 
iri|^3^ I. Magnitudine re6tee MP manente eadem; fumma quadratorum reftarum 

i«^.oc3<>#p^ '^^^ jjg^ quadratum re£te SP, pariter eft datae magnitudinis. Proinde 

feftiones folidi propofiti, planis plano ZSX parallelis fa^ae, funt circulares» 
•Quoniam ratio MP : SP feu SN: NM datur : in triangulo MSN reftangulo 

ad N angulus MSN datur magnitudine ; ideoque SM eR, latus coni rgfti, cu- 

« 

jus axis eft ST. Sit ^ angulus datus TSM* 

n. Reaa 
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II. Refta SQ eadem manente, quadratnm reftae MP eft ad quadratum 
reclae PQ fpatio data auftum , in ratione data ; proinde omnes feftiones planis 
plano ZST paralleiis faftae funt hyperbolae fimiles, Ejusdemque indolis funt 
feftiones planis plano STSX parallelis fafte. 

m r 

4 

III. Solidum propofitum plano fecetur quocunque, quod plano Z^Xin S*F^ ^g* 3fc 

o O 

refta occurrat fub angulo a, & fit angulus XS'f'= €. 

Eft POa+Siq^raSJe» = MJt'^co{.*<i'i-S'Ji'^-'2SS'xm'coU&n.t , '.^ 

^2SS'xS'R'co[.€ +SS'' 
et MP* =i MS'Hm.'a: 

proinde MB>{m.^a : JlfiP W.»a+5'^'«- ^SS'y.^^'^^^^^^^ i : tang.^^ .^ 

unde MR'Hol ^a : (SR'- <S<S cofQH (ilf^ coCa- «ScSTm.O? =cot.'(» : tang.*(p. 

i^. Sitcot.a=tang.(p: erit (5^'-5<s'cof.O'=Jlf^W.=tf.(iI/^cof.a.^5'fin.Q« 
=s(2JIf-ff'cof.flt-5<s'fin.S)x«S<s'fm.^; proinde feftio folidi eft parabolica. , 
2^. Sit cot. a < tang. (p ; 

(Sie'.i5W.02=iiy^'*fin.^tftang.^(p.(Jlf^W.(».5«s'fin.e)* 

=(iW/?'(fin.atang.^cof.a)-.M'fin.6)(»y^'fm.^-ilfi?'(cof^-fin^tang.^)) 

=(ilf Je'f2!>:?. 55'fin.e) (<S^'fin.e. JKff '£^Jl?) 
cof.(p cof.^ -^ 

^ cof(p.<x cof(p-f^/oo tgfin.^ tffin.^gcof^p ^ ^ «j^ i « « i fin.gcof.acof'^ YN 
cof.*(p ^ cof.(p-acof.^+fl6 ^ cor.^coC(p+«r^ • * 

Quare feftio eft ellipfis , fi fuerit cof. (p— a cof. cp + « quantitas pofitiva , feu 

^+a<3 i8o°; hyperbola autem, fi fuerit ^+a>i8o°. 

Et quoniam fpecies feftionis pendet ab coefficiente cof.^— acof.(p + tf, 
omnes feftiones planis fibi invicem parallelis faftae funt inter fe fimiles. 

Exmplum tertiuftt. Sunama MP^+PQl^ femper fit reftangulo fub refta N3 Fig^tS* 
& fub refta aliqua data 2p aequalis.. i^.&S^'. 

Igitur SP^ = MN^^ = r2f X ^AT; proinde folidum propofitum gignitur rotatione ' 
parabolae , cujus vertex S , parameter 2p , & axis SST. 

Secetur folidum plano ipfi TSZ parallelo : refta SQ manente eadem , erit 

PQ^=:2pXMPS(^^; proinde feftio eft parabolica: idemqu^ valet de feftioni* 

bus plano STSX parallelis. * ' 

Sece* 
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Secetur autem folidum plano per S'F' transeunte. Erit 

(5'^-5<s'cof.O! + (^^'cof.a— *S<S'nn.O* - a;; xilfi? Tm.a. 

i^ Sit^9o<^; ideoquecof.(«=o: erit (^^'.^^'cof.O^-^^cS^fm.O^^^/^X^^*'- 
Proinde omnes. feftiones planis plano ZSX perpendicularibus fa6tee funt para- 
bolae , quarum parameter ip eft eadem quae parabolae genitricis. 

2^. Sit^ a % 9o<^. Fit (5'i?' — SS' cof. Q» =2 
cor.^flt(ptang.afec,«a(^tang.«+255'fin.O— (^i^'-fec.tf(ptang.flt+5<s'fm.^)*- 

Seftio igitur eft eliiptica, & fpecies ellipfeos pendet ab angulo a. Pro- 
inde omncs feftiones planis fibi invicem parallelis faftae funt inter fe fimiles. 

Ut feftio poflibilis fit, debet efle 
ilf ^ — fec.a(;7tang.flB+55'fm.O 5 fec,(»)^(;?tang.tf (ptang.flt4-255Tm.O) ; & fi fi^erit 
i»^'==fec.fl6(/7tang.tf+5cS'fin.e)+fec.«J^(ftang.<i(ftang.flt+a5*S'fin.e)), planUm 
duftum tangit fuperficiem propofitam. 

Pauca haec exempla fufFiciunt nd dijudicandum, quomodo ex relatione 
data perpendiculorum MP^ />Q, SQ( fymptomata folidi poflunt deduci; & no- 
minatim, quomodo ex aequatione hac proprietates feftionum ejus^ planis pofi- 
tione datis faftarum, inferuntur. Et quoniam aequatio curvae, quae eft feftio 
folidi propofiti per aliquod planum, oritur ex aequatione data inter tres perpen- 
diculares MPj P(l, 5Q, fubftituendo valores harum Imearum per reftas MR\ 
•SjR' expreflbs; neque hae in valoribus iftis alia operatione praeter additionem & 
fubftraftionem afficiuntur (§. 137.): gradus aequationis pro feftione ortae fupe-* 
rare non poteft gradum aequationis, quae relationem trium perpendiculorum 
UP, PQif SQi determinat 

§. 142. Transco ad plana contaflxis folidorum generaliter confideratorum. 

Situs plani cujuscunque determinatur per duas reftas fibi mutuo vel paral- 
lelas vel occurrentes. Proinde ut determinetur planum, quod propofitam fu- 
perficiem curvam in punfto dato contingat; determinandae funt duae reftae ex 
hoc punfto duftae , per quas planum hoc agi debeat. Secetur itaque folidum 
propofitum duobus planis per punftum datum transeuntibus : tum determinatis 
feftionum 'aequationibus (juxta §• 141.) ducantur (.Cap. V-) reftae, quae fe- 

dtiones 



I 
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diones genitas in punfto dato condhgant Piamim per duais has tangentes 
transiens erit planum contafhis. * ^ 

Facillime autem propofitum peragitur ^ fi folidum ad tria plana ZSX, TSX^ 
rsz fibi invicem perpendicularia referatur per reftas planis his perpendicula- 
riter ordmatim applicatas; (pariterque duae feftiones fiant planis duobus ex illis 
parallelis: proinde tertio perpendicularibus- 

Sit igitur M punftum datum'in fuperficie folidi, ex quo in planum ZSX T\g.iti 
perpendicularis demittatur MP. Tum per reffami MP agantur duo plana * * 
m'mp, MtMP^ planis TSX^ TSZ refpeftive panillela; & reflse, quae in punfto 
M feftiones planis m'MP, M^MP faffais tangunt, plano ZSX in T^ & IT" puu^ 

ftis occurrant Erit (§.40.) pj^ 4' ^^ ^^^^^C^^^^^^O* • 

dy 
Sit PT ipfi T^r" perpendicularis; erit 

dx dz 

PT=iU^ ^ ^ =if/V ^ ' i ■ 

taag.«7y= |^= K(fe'+(^') = y<tai«.'.Mr'p+tMig.»jrri9i 



recifri-=r(.+(^«+(*)') 



cof.iif rp « 



''0+(D'-^(^)') 




b+(^'H^)'j 

Exefhptum primum. Curva in plano Jlf'iffP defcripta fit circulus» cujus ra^ 
dius r; & curva in plano JU^MP fit parabola, cujus parameter 2p. 

taiig.«frp = r(-^+-^). 



aio 

Exmphm fenndim, AsM curvae ih planis, M^MP, StMP fint circuli, 
quorum radii r(:x.r\ — 

/■dy\8_ zz 

§. 143* Ex prascedentibus deduci etiam poflunt capacitates folidorum 
^fiye non fint rotunda» five ut talia non coniiderentur), dummodo fe6tiones 
«orum planis fibi invicem parallelis fa£be juxta datam legem crefcant aut de« 
<:refcant 

Etenim folidum propofitum fecetur planis fibi invicem parallelis, & quo* 
rum diftantiae fmt v. gr. asquales. Tum folido infcribantur & drcumfcriban- 
tur folida cylindrica, quorum bafes fmt feftiones folidi, & altitudo communis 
fit diftantia duarum feftionum fibi proximarum. Fruftum folidi inter duas fe- 
ftiones vicinas comprehenfum , majus eft folido cylindrico ipfi infcripto; minus 
autem circumfcripto. Atqui ratio aequalitatis limes eft rationis horum folido- 
rum cyiindricorum; ergo a fortiori ratio aequalitatis limes efl rationis frufti fo. 
lidi ad alterutrum horum cylindrorum. Quare pofita diitantia commuai dua- 
rum feftionum vicinarum = A* , area feftionis folidi =s /, & capacitate folidi 
:=xS\ erit lim.j- = /; ideoque r^ = '• Data igitur lege, juxta quam fe- 

ftiones . erefcont aul decreTount; datur exponens differentiali» g; & proiod* 
res ad calculum integralem reducitur. 

3^. Exehptum prifnum. Sit ASADD' paraboloides , gyratione dhnidii fegmenti 

parabolici SAC chca axem SC genita, qu» fecetur plano MZWt bafi ADA' per- 
pendiculari, & plano SDD' per axem transeunti parallelo. Seftio MZSt pari- 

ter erit fegmentum parabolicum : nempe ZP^SCx. ^^^ ^^ zs SCx ^^^ ^. 

AC^ AC^ 

Igitur ZMP(=:^MP,ZP) = |5C.^, & ZMM'^: fSCx ^. Quare pofi* 

tis Ci^=x, 5C=3^^ = r:erftS?a4Axi^!I^^ Unde 

(w * rr 
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|jc(srr - 2xx) Virr-' xx^ + f r ^arcJm.i^ 
gg&X \ r^. SitJcrs r: erit S:s^&rfy. Und^ 

fegmentum MAZM* = * (|rr arc.fm.^l!Il^) — |jc r (rr - jcjc^S^^Tlf^. . - ' 

Exmjplum ficundum. Solidnm ^j(i*DD' fit dimidia ellipfois, quadrante elii^ 
pfis SJC circa axem SC rotato genita. Sint -^S", DiSD', -^Z) tria plana fibj 
Invicem perpendicularia ; & fit ZJIiM planum plano DSD' paralleluin. 

Sint 5C=fl, AC=rb, CP^x\ erit ZP=^Z.MP'„ MZP^\pY>MP% ZP,^ 

ipxi.MP^i MZM'^p:t,mP*-^p.^(bb-xx^^^; unde5=if .?(Wjf-|*») 

b b . (Ix b 

= /» "x(|6A+|j|f/»a). Sit;c«i; fit ^ = |fliftx;f. Hinc fegmenti ^f^JH* 
capacitiiseft Qabib-xy-^^Qx.MP*)?, n ' 

' Exempliim tertium. Solidum propofitum fit comis redus ASA\ qui fecetur fig.^ 
planb parabolico MZM* lateri Sjf parallelo. 

Hoc cafu eft ^ = JHZJW'fm.2A#. 

ax 

MZM'=^ §iMP.ZP; ^ w^iMP>iZPrm,ZP4^ iCrrx}rCtr.^xji)fm.Sji^; 

QX 

J? = (|r*r(rr-**) + |r3Wfm/-— 4(rr-**y*yin.S'.Ai' + C. ' 

Sit 5 = 0, quando jc = o; C= ^'"^^^^*'?-^'^'? 

Hinc 5= K^C^- i»p3)fin.5'^^+|^Cx CPx JKPfm.Sif^'+ f if C«X MDfm.SuiA'. 

Seholium. Principionim capite hoc explicatorum ad .fuperficies folidoruff» 
non rotundonmi determinandas applicatio non aeque facilis eft ; ob perpetijam 
mutationem angulorum, fub quibus plana fuperficiem tangentia ad plana fe-^ 
cantia contigua inclinantur : neque magnam ad hunc fcopmn utilitatem formu*' 
lae inclinatiopum planorum tangentium ad plana, ad qua^. fuperficies refertur 
§. 142. exhibita, afferre poffe mihi videntur. . 

§. 144. Progredior ad curvas duplicis curvatur» diftas , feu ad curvas in 

eodem plano non jacentes, quanxm fymptomata prmcipiis capite^hoc ftabilitis 

determinantur. («) 

Dd2 Sit 

(a) De his corvis prioitui epegi]§tii p|mfcQloiii« (iflp^ fii0ictffii«QS Ct.htfi^V7 • vix teasj 
• .decim aimos natos » fob titolo : Trdite' des Courbes d daitbU Cmrbwre , Ptris 1729. 
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Sit M pun^m quodlibet alictijus cume dupliciscumturde, qua^ refera« 
tur ad tria plana ZSX^ TSX^ ISZ, fibi invicem nonnaKa, per reftas JlftP, /'Q, 
I1g«38> <^Q> perpendiculariter fibi mutuo ordinatim applicatas. Curvae liujus in pla« 
ntim ZSX projefUo orthographica determinatur per relationem mutuam abfcif- 
jarum 5Q & ordinatim applicktafum -PQ,- Pariter ejusdem curvae in planum 
TSZ projeftio orthographica determinatur per relationem reftarum MP, PQ; 
denique curvae hujus in planum TSX projeftio of thographica determinatur per 
relationem reftarum MP; SQ. pinc fyniptomatum curvae duplicis curvaturae 
determinafto .revocatur .ad- coafid.erati^bnem Qttrvnruln iu eodem {dano jacen- 
tium, quae in planis ZSX, TSZ^ TSX funt projeftiones orthographicae cVirvae 
prdpbfitae. ' V 

Duabus autem harum projeftionum cognitis innotefcit tertia. Etenimdata 
, relatione perpendiculi MP ad unamquamque jreftarum JPCi., 5Q. (feu datis cur- 
vae propofitae in plana 2SX, TSZ projeftiouihus qrthographicis ) ; datur etiam 
(quantum permittit imperfefta funftionum theoria) reiatio reftarum PQ, 5Q 
(feu projeftio in planum ZSX). Pariterque data asquatione fuperficiei curvae, 
in qua curva diiidicis curvaturse jacet) & una trium curvae in plaha ZiSX, 
TSXf TSZ prpjeftionum; dantur duae reliquae. Data enim relatione mutua 
trium perpendiculbrum JlfP, /^Q, iSQper aequationem fuperficiei propofitae de« 
terminata; dataque praeterea relatione duarum v. gr. reflarum /^, ^Q per pro- 
jfeftionem in planum ZSX: datur etiam relatio utriusque horum perpendiculo- 
^tun ad teitiam MPi feu dantur curvae propofitae in plana rsz, TSX proje^ 
ftiones. 

Exmjphm prinmm. Projeftio in plannm ZSXdt circulus, cujus centrupi S, 
radius rj erit ideo aa+jfjf = rr. Projeftio autem in planum TSX fit ellipfis, 
cujus centrum S, & cujus axes a, ( in reftis SX, SST jaceant : erit itaque 



m 



^(«a-jpjp), feu XX =^(W-yy)i 



hinc &H-XX ss ff(W-jiy)+a»=srr: 



TB 
unde zz = ^(yy + i^rr -«»)). Curv» igitur propoiitae in 

bb aa 



flanum rSZ proje^o ortliograpluica eft byperbolica. 



JstXitlH 
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Exmpbm fetundm. Utraque projeftio in plana rsx, rSZ fmt parabolae 
€onic«, quarum axes jaceant in axe sr, quarum parametri iint 2p, sp'; 
& quarum vextex communis fit S. 

Fit ideo ^^ Z. ^^^J ^^^'^ xx: z»=sp:p, & x:z=: Vp^Vp': quare projfri 
ftio in planum ZSX ed linea refta; unde curva propofita non eft duplicis cur- 
vaturae, fed tota in eodem plano jacet per S transeimte, & plano ZSX^^t" 
pendiculari. 

Secus erit, ii punftum «S non fit vertex communis utriusque parabolae. 

<:if V crr ^^.C^+y) ~**' hinc *^ = XX-2ap . 
Sit v. gr. 2p'(-^^.y) ^ a»' • ipy = zz^2bp' ' 

unde f '(jf*— 3op) =3 i<««— 2^') 
feu XX =a £,ss— a^^-t-aop 

= |(«-a«, W)J & promd. projeaio in pU«u« ZS^ 

e& hyperbola , nifi fuerit A = «. 

Exemplum tertium. Curva propofita jaceat in fuperficie fphaerica, cujus cen- 
trum S, & radius datus SM = R- Curvae autem in planum 2SX projeftio or- 
thographica fit cbrcumferentia circuli, cujus radius r, & centri C in planoZSJT' 

■ 

pofitio determinetur per reftas CA = a , C* = * , magnitudine datas. 

Relatio trium perpendiculorum x^ tfy z determinatur duabus aequationibus 

aap =a«± 2aK'(rr-(&-x)«)+rr-(i-*)» 

*jr+a» = «1 ± 2«)^(»T - (t - jp)») + rr- W + ai* «= ^JP-^ : 
unde yy ss RR-aa-rr+bb-nbx^lf.^aT^Crr-^b-x)»). 

Sit V. gr. a = o, bsso; ideoque centrum proje6tionis fit in S, yy:sRR^rr, 
quq docemur, projeftiones in utroque plano TSX^ TSZ efle reftsis plano ZSX^ 
parallelas; & proinde hoc cafu lineam propofitam efle fimplicis curvaturae. 

Schotium. Exemplo hoc continetur inveitigatio curvae , quae efl: feftio com-* 
munis fuperficiei fphaericae, cujus centrum S & radius i?; ac fuperficiei cylio- 
dricse plano ZSX perpendicularis, cujivs centrum bafis eft C & radius r. Pa^ 

]>d 3 tetque 
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tctque hoc exemplo: quomodo inveftigatio fymptomatum feftionis communis 
duarum fuperficierum ad determinationem f)rmptomatum curvarum duplicis cur^ 
vaturae reducatur , quod alio adhuc exemplo famiiiari illuftrabo, 

Exmplum quartum. Sit hemisphaerium , cujus centrum S, planum bafis 
ZSXf & radius JR: fit porro conus reftus; cujus vertex C jaceat in plano ba- 
fis hemisphaerii , ita ut bafis coni fit bafi hemisphaerii parallela, feu ut axis 
coni fit bafi hemisphaerii perpendicularis. Diftantiae verticis coni a planis TSX, 

TSZ dicantur a, fr; & fit cp dimidius angulus feftionis coni plano per axem 

* ._ 

transeunte faftae. Erit 

XX + zz + yy ss RR 

ih^xy + (a-25)» s yytang.*<p 

hinc xxiec.^(p^2hx+bb-)rzz{ec.^^*2az^ = J-Rtang.*^ 

feu XX -26jpcof.*^Wcof.*^a;2-aaa;cof.*0^cof."^= RR£irL^^ 
feu (jc. ft cof. *<p) '+ (» - ocof. *(p) * =cof.»(^* - (afl4-W)coC*(p). 

Projeftio igitur feftionis communis fuperficierum coni & fphaerse in pla« 
mun ZSX eft circumferentia circuli. 

Item fit ^^=aa+2a9^(yytang.*^-(A-jip)«)+yyfec.*^-W+a*JP 

*^-rWq:26>^(yytang.»^-(a.;5)^)+yyfec.«(p-aa+2a«, quae funt 
«quationes projeftionum ejusdem feftionis in plana TSX, TSZ refpeftive. (a) 

'^frSS. §. 145- Smt M, Wt duo punfta curvae alicujus curvaturae, quorum pro- 

jeftiones in plano ZSX fint P, P' refpeftive; unde eft PP proje6tio chordae jlf -ffif*, 
punfta -flf, JW' jungentis, & pT^projeftio fecantis. 

Quare »^'=3 r(iHm'*+Jlfm'«) = r^Pi^^+iHw^^^sr^AJc^+A^^+Ay*), 

et ^ = ni+(|p'+(||)0- Extendendo igitur ad curvas dupU- 

cis curvaturae, quae vera funt de curvis fimplicis curvaturae, quod fcilicet ratio 

«qualitatis Ihnes fit rationis arcus ad chordam: — = r(i+C^y+ r~y^ ; 

dx ^Qlx^ ^dx^ y 

& proinde exponens difFerentiaiis arcus curvae duplicis curvaturae, & cujusvis 

perpen«« 

(a) Qdi plart de hoc capitc yolaerit, confalat Eulerx IntroduSionem ad AnalyM 
Vjfinitorum : Apptndix ds Superfidib^s^ 



ai5 
perpendiculoruni ex punfto aliquo curvae hujus in plana ZSX, ZST.^ TSX de- 
mifrorum» per proje6tiones curvae hujus in haec tria plana determinatur. 

Porro anguli Jlfr'Plimes eft angulus, fub quo tangens curvae in ilf ad, 

iy 
-fz 
planum ZSX inclinatur, & tangens hujus anguli eft —-; — , . Item 

anguli T'PQ^ feu PF^q limes eft anguius , fub quo refta PQ inclinatur ad pla^ 
num per tangentem in M duftum ac plano ZSX perpendiculare; & cotangens 
hujus anguli eft ~. 

§. 146. Quamvis methodus hic delineata proprietates curvarum duplicis 
curvaturae inveftigandi fit omnium univerfalKrima ; occurrunt tamen cafus, qui«« 
bus affeftiones harum curvarum brevius & luculentius aliis modis eruimtur; 
perpendendo v. gr, , quae ex propofita palmaria quadam proprietate harum cur- 
varum confequuntur. 

Proponatur v. gr. curva in fuperficie curVa cylindri, quae ad fingula ejus 
latera fub dato angulo inclinatur. Expandatur fuperficies curva cylindri in pla- 
iium; in plano hoc ducatur refta, quae fub dato angulo adunumlatus cylindri 
inclinatur: refta haec erit expanfio curvae propofitae. 

Pariter defcribenda fit in fuperficie curva coni circularis refti curva, qu» 
ad fmgula ejus latera fub dato angulo inclinatur: fuperficies haec in planum 
expandatur; tum in plano hoc defcribatur fpiralis logarithmica , quae ad radios 
feftoris fuperficiei cono aequalis fub hoc angulo dato inclinatur. Spiralis haec 
erit expanfio curvae propofitae. 

Idem potifiimum illuftratur exemplo curvarum toxodromicamm in fuperficie llg.41. 
fphaerae defcriptarum, quarum palmaria proprietas eft, quod meridianos fub eo- 
dem angulo dato interfecent. Sint P polus, PM, PJH' meridiani ad duo pun- 
fta M, M' curvae loxodromicae dufli, iJ/Ttangens curvae loxodromicae in M, 
& Mm arcus circuli paralleli centro P defcripti. Sit PMT= ^. Sit Pjt me- 
ridianus pofitione datus, ad quem anguli JPM referantur. Sit MPM^z::^, 
PM ^iff Mm =: — Ay. 

lim. 



2i6 



fim. 



M'm 



cot^, feu lim. 






= cot(p; lim.V^ = fin.ycot(p. 



lim. — — = tang.(pcofec.y, feu — -^^ = tang. cp cofec. y : imde 
Ay uy 

af s=C+tang.^log.cot|y. Sitx=2o^ quando y = ^o^ = p: erit C=o, & 
X = tang. ^ log. cot |;y. Proinde cotangeiitibus dimidiorum arcuum PM in geo- 
metrica progreflione crefcentibus ^ anguli APM crefcunt in progreffione arith« 
metica. 

Porro arcu ifJlfpofito = Z, eft — ;t- =« fec.^; hinc -Z=C— yfec^, Sit 

2=0, quandoy = f ,• C = f fec^, Z= JHXfec^, cujus limes eft pfec^. 

Hinc etlam determinatur area fphaerica APM inter radios veftores PA% 
PMf & arcum ioxodromicum AM comprehenfa. 

Etenhn fuperficie quadrantis hemisphaerii difta H, & area APM difta <$*« 

Fit ^=^m.»iy; 
ax p ^ 



atqui 
proinde 



dx 
dy 
d5 



taag.^cofec.jf; 



» 



tang.(ptang.|y: unde 5= C— a- tang. ^ log. fec. |y. Sit 

5 r= o , quando y = i^ ; C = 2 -tang. ^ log.fec^s^. 5= a-^tang.^ (log.p^ ) , 

cujus limes eft 2— tang. ^ log. fec 45 '^ =3 — tang. % log.a = rr tang. ? X log. a -= 

9 P 

tang. (p log. 2 (radio fphaerae pro unitate fumto). 

SchoUum. Formulde has iis tantum cafibus applicantur, quibus de loxo« 

dromica agitur» feu f non eft « 90^. 



Capitt VEcmtm sextum. 
De Jignijicatione expreffionis -%• et aquipollentium. 

§• 147- 

jS[it P quantitatis mutabilis x funftio,. quae habeat faftorcm fimplicem jip— «,, 

aut fJsiftorem compofitum (x— «)«, in q^^ ^ eft numerus pofitivus : funffio P 

evanefcit fafto x^a. 

Vicif- 



,*'■ 



Vkiffim fi fanSdo Pevftnefcit, fiifto xtssa; fuii6tio h%c admittit dlviforet 
formarum praecedentium» in quibus m efl uumerus pofitivus. JEquaticme P^o 
liberata a funftionibus furdis & transcendentibud, quas poteft continere: in*^ 
Terfa haec unum eft «x praedpuis ftmdamentis theoriae doquadonum, &: a Ikia^ 
thematicis admittitur , cafu (altem quo m eft numerus integer pofitivus. Pie^^ 
rumque vero eadem per fe evidens fit, fun£tiones furdas aut transcendentes 
{unfttonis P in feries convertendo , aUt alias adhibendo transformationes. Quod 
in gratiam tironum pluribus exemplis iUuftrare e re efle ceafeo, 

Exemplum i. Sit /'=# — V^tm—xx), quae evanefoit fafto xm^ o; dico, 
funftionem hanc admittere diviforem jt'— osjp. 

im ii^(^-r(— })-^^^ (aa^xx)Xa^rCaa^xx))_ aa^(aa.xx) _ XX 

^ ^ ^ a+Viaa^xx} ^Tiaa^x) a^yOxhxx) 

Vel /^(fla-XArJ=fl— 5. *•?•—»-— 4'**¥' -*-— . • * • 



I JTJC I i JC* . I I 1 Jc* 



unde P = i. — +2't — r+i'I'5'-Tr+ • » • • 

* a • * 5 a^ f t T a^ 
Exmptum 2. Sit /'^^"(ii+x^-J^Ca-jf)» quae evanefcit fefto jrasso. 

p (v(a+ap>v(^^-4c)) (v(a+a:)+v(fl-a?)) _ o+g > (fl-gp) aa? 

^ v(a+ar)+v(a-j:) v(a+a:) + v(«-a:) v<«+a;)+v(a-«)* - 



JC' 

*•" • • • • 

a 



r(a.jr)=ra-i.JL--i.i.-ff.-.i,i.|; "^ 



• • • 



>^a ^^¥ar^a t'f't'aaFa 

unde P a 4.^ +a4.|.|. J^^. 

'ExempJum 3. Sit P s iim-.xn, qu^e evanefcit fafto jt e & 
. Per theorema Cotefianum fun£tio P adouttit faftorem x^^a^ fi m eft nu^ 
tnerus integer pofitiyus. 

Sit autem m quivis aUus numerus. 

Eft ;^«(Jf-(a-Jt))«te*»-I2«»-i(a^)+!!I . ^a^a^xy^^...^iP^(a^y + . • . . 

II» 13^ 

uade P(«a(^;c«) « !Ifa*-i(a-jO - - • — *»^a-jc)«+-*..!!2a^ — . . . . 

Ee Eximm 






Exmplum 4. Sit P « (a+uif^M-^a-*)*^© fafto Jf =» o. 
^ ' . I I a I .3 



k > 



(a-*)«ft=«a"-.!!!a«-ijc+!!I;^a*^jf* - t!!...!!!:^*»^.»*^ + 

- I 13 

^ Exmplkm$. SitP^l^i^^k^x-^-xx^-^y^iaa-^ax-^xx), evanefcens fafto afc=o. 

" = v<a:a+^za:+dra:)+v(aa-aa;+xa:)"^vCaa-f 00:4-0:0:^^ ^^^ aamit- 

tit faftorem x. , 

Idem patet convertendp in feries quantitates >^((a+Jif)^.fljp), ^{{a^xy^xy 

f ,...;;. - 4j 

».. ^ ^Exemplimb. Sit P = fli— y"fl^x, quae evanefcit fafto A:=:a. 

J^a3jc= >^(a^-fl3(fli;if)), qu» m feriem converfa , & ab «fubtrafta, refiduum re- 
linquit, cujus faftor eft a^x. 

Pariter P = a-X^^.Jf^*«->^(fl'*-«»(«fl--y^)), in feriem converfa , offert fa- 

ftorem aa - jpjt = (a - j:) (o-tx). 

4 ■ ■ 4 

j5-=a.'?^ajc^2=a-r"(a^*a(a3-jc^)), in feriem cbnverfa, oSeit faftorem 

0« . x^ c= (a - jp) (oa+ajH-ATA:). 

m • - ni 

Generatim p= a.>^am-nj(:«=a-y"(a«-iiw--n(an-x«)), in feriem converia , 

» 

offert faftorem an-x», qui admittit faftorem a-x 

3 
Exemptufpj.^ Sit P=>^C^<«uJp-Jf^)-fl?f«flx, qu« evanefcit pofito J^=r a. 

^vv «•>• A / 'Nii\ tCaa^xxy L i (oa-JfJip)^ k i(aa-jcjc)^ 

ri2aaxx^x^)^=:^r(a^-(aa.xx)^)^aa.f^—^ 

ar«a* =«9^a3-aa(a-Jif)) =«a-i.a(a»Jf)-|.i.(ii-Jf)»-i.|.|.if:fL-... 

Subtraftione fafta remanet faftor a^x. 

ExefnpiumZ* 'Sit*P'=* + fin.i = o,quando*4P^O* ' ' ^ • 

Quoniam fin.af = x^ x^-^ -**— — z^^ + .... 

1.2.3 ^•••5 " i^fi? ' ^ 

jH-fin.* « ^*_Ci-jr^+^x5— JL}*?.--.. • • • ' 

1.2.3 i-^S J—7 

Exenh 






ai^ 



Exmplwn 9. Sit P = «»— f-«=o, quand» ff «o. 

P s= a«f— H — i-*jf+-!-i-x*-f . . . .) 

^1.2 1. 2.-4 I...6 



W » 



^. 148. !**• Sit P funftio variabilis x evanefcens cafu * = /i, quae igituf 
reduci poteft ad formam (*-fl)P'; non autem evanefcat P' cafu * = «, nec 
proinde p' reduci poffit ad formam (jf-^)P"; fed c^fu- *. = a determioatum 
obtineat vabrem A^ Quaeritur hic valor. 



• • . ' 



• ' , - dP dP 

Ob (;f-OP'= P; fit differentiando P +(*-«)^ = -^: 

dP 



. ,. dP 



unde A 
conftans « 



P ^ quando in expo- 



vitatis caufa ddfignet "( j^)" valorem ejfpomatSs diffeeenikis ^, quando in 

eo loco * quantitas canft«ins.a fubftituitui-. .FitideoXp Cdx)* 

2°. Pariter fit Q = (*— «)Q'. «ec Q' evanefcat cafu jf^ «i^valor determi- 
natus 5, quem Q recipit cafu * = a, eft 5 « V^j^/ 

/ = tf/dPx 

30. Tum vero ^(^J-^^) - ^.J' ^» **- ^ 5=y^n= Cdq> 



Exemptum. 



h{k9 x^je «t Ij 



& Y— "i = m^t=^. Pariter fit Q «xn-a», quae evanefcit fafto * = a: 
4^«!|i*w, & "(^^-fWMAjB. Hiiic ^>« ^a«w, ... _ 

§.'149. 1°. Quodfi (§. 148. 1°.) etiapa.P evan?fcit cafujf^a; promd^-' 
que eft P'=(*-«)P*; fed p" non evanefcit cafii Jfssa: eodiemiiiodo oonfeqqitur; 

, effe 4= "(^)- 



,. K 



»i 






Ee » 



Atqui 



j 



» • 
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^ d* d* 



a*». Psiriter fi C5- 148- «••> «^am Q' = (jc-«)Q% nec Q' evanefcit fefto 
icssa; valor determinatus Z(> quem Q' cafu xcsa obtinet, eft B= JLVh§Q\ 



3 . Tum vero ^=^^^--^J--., fit ^ = j-^ cafu 
> Exmjptimk. Sit p =»*>+« -f»4-i>w«+«j«a+i 

^i^ es -•.lf-l.«4-l<M»»4+ll.»r«H-LX** 

d** 

Pairiter fit Q = <*>»+i-(«H^i)«c"+«Mf«+i 



Xaa> 



s 



ttnde -= «t I ..^ ■■» ■• t fl'^ 



<r/ddJ\ 

__ ^dxi/^ _ 
.fl «ydd^Y M.m+1 

• 1 • • ' 

^. T50. i^ Quodfi (§. 149. i^) & p' evanelbit cafii: xtsa, & prmnde 
eft P' «B (x-a)P*; fed P* non= evancfieit cafii « «>«: eodem modft crafequkur^ 

i|[:9V>rc<m cleterminatum ^, quem P"cafa xsaa obtinet, efle ^«a (jtJ\ 
Sed propter P*+(*-a)|£ « g! 

•ft 3^+(*-«)3^ - g^, guare fafto «««, cft ^«: — "(^j^^. 



A 



«t 






»21 



dp' /„ „vddp' ddP 
^a «ddP . . „^d'P' d'P jtr^arddP\ a/fd^PN ^ 

"" i.a.3 vd*c' ^* 

a?, Pariter fi (§. 149. 2*.> & C^^evanefcit cafii «««; ac ^ptomde eft 

Q'a: («-«)Q"; ied Q" non evanefcit cafu x a=«: Yalor determinatus ^, quem Q" 

eafu «= a obtinct» erit 5 = JL_ Y^\ 

i.a.3 ^dx*> 

3 . lum vero ^- _-^j _ gt « - 




t 

§. 151. Si rurfus (§. 150.) P"& Q* evanefcunt, pofito re=sflj & proinde 
fimt P' '^^ (ie-a)p'\ Q"=fx-a)Q"; ita tamen ut p" & Q^non evanefcant cafu 
«(=aj fed ?'"& Q"hoc cafu valwres habent determinatos Jt S: erit 

^« _L.«(^, 3 = -^*(^: unde £ = !^^. 

« ■ • 

§. 152. Genenaim. Sit P = (*-a)mp', exponente w denotantc ntimermtt 
integrum pofitivum; & p' non fit divifibilis per 



+ (stf-fl)".^ 

dw 



JdP 

£^e $ ijt» 



L 
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+ (x.a)m._ 

— ^ a= W...flf-;i(«-fl)m"3,P 

+ 3ffi.fif- 1 (x-fl)"*^^. -, — 

cix 

+ 41»... m - 2 (m - fl)'*'^. -j- 

-5 — = iff...ffi-(fi-i).(A:-a)«^n,/>' 

+ !lfil . . ; ffl . (fi-a).(Jtwi)nK»-i) . ^ 

+?.?l'fff..,ffi.(«.3).(x^)»Kn-a).^' 

+ l..^w. . . ffl . (f».4).(JC.fl)«-(n-3) . 4^ 

• ' .♦ • 

••* • 

fjfWl)™ . -r— 



«L-/» 



»23 



dx"» 



M 



..,l.P 



m . _. diP 



I d* 



«t «N-I 



1 2 



ddP* 



djc» 

, m m-i f \9 d^P 

J 3 ^*^ , ' d*3 






I 






(x-o)'" . 






Proinde A = 






)• 



Pariterfi Q = (jf - 0)«"^' , 



I.2...W Mjf«"^ ^ 



) 









§. 1S3. Sit nunc P = (x-fl)"f , denotante » numerum integrum pofiti- 
vum. Fitideo P" = (Jf-a)p°, 



^?! = pn+«(*-fl)iJ"-i5?: 
^ f T^ \ ''^ dx 



CC^))= 



Sit pariter Q = (x.ei)»?: erit Q» =3 (^-fl)g», & -5«^^ vdj, 



unde "o =2 >^ 
.0 



C^) 



d* 



fl/dQj^N 
^d*'' 



5. 154. Sit tandem P « (*-fl)nf , ideoque P« = (jf-o)"'^?»: 



aa^ 



^ quoque Q=(x-a)«5; ideoque Q"=(*.«)m3n,. gnt Yt'"^)^ i....«i^; 



a/ivipn 



ttide 




^ 



^a A^^dniQn 



n 

r 









JErfwipii. Sit P = r(j«* - (w) - (j» - 0) « r(jc. o) (J^(jk+«)- r(* - •) ); 
proinde /» =3 K(x+o) - r(* - «). 
firit PP -s a(«-«)C«-v(a;a-aa)) 

"aT " ^* " v*«-««)+a(«-«)Ci- :p5^^ « aC« - v(«a:-aa) + a(at^) - »v£l£) : 

Sit ^ « v(x3.a3).(«w»)var o v(a?-a)(v(ajar+aa?+fla)-v<a?-«)) 
^9 = C«-^) (MX+oa - a v(a:(x-a) (xx+oar+oa) ) 

^ V<jr-«) (jTJiHtM^fitf )) / 

" r4fy4^flV^i^^)(^i?4^^))^^)^ y^y(^.^(j^X^»'^^^^»^ Kxx^M^ 

V(*(iMr+«;rfii)) '"*~ 

Itfoinde fiB ee soa, £ » ava» 

S- ISS- Ob/ervatio. Ex formula (§, 152,) 

H — . 1» , • • 3(^)-r-* • 
I dx 

+«!:::!.«•... 3(*wi)»ddf 

I a dx* 



+ff> IN-2 
^ .t. — — • fflV ... 

» 3 



4C*^) 



djc^ 






{*-<i)»»-i 



d»-i|' 



<*-«) 



m 






feqaltur, qaantitatem m 



9 I 






aaS 



fluae eft limes pofterioris membrt hujus aequationis, limitem eCfe etiam expo- 
nentis differentialis — , feu -4 = Imi..: — 



Pariter B 



I. i..«fM 



_L_lim.*!S,- unde £ = 






lim. 



— = ^d^' 

dje« 



d^g 



Siti = 



obfervationem pauCis exemplis illuftrare hav 
dP -. dP 

P fin. * 3« = ^°^"'* ,. dx _ i;„ cof j: _ _ 
jr _ im^ lim.-r75 = lun. = i. 



p 

^"5 



4Z 

do;. 



tang-x 



= fec.*jc 



lim. 



dP 

ix 
dg 
ds 



lim.fec.'jr a I. 



" Sit 5 fumma progreffionis geometricae 5= i+jf+jf»+*»+...+x»-i: eft 
g _, i"-*° w- *° — ^ ^ prouti progreffio decrefcit, aut crefcit inde ab unitate. 

Quodfi autem iferies propofita neque crefcit neque decrefcit; feu fi feries pro- 
pofita terminis conftet inter fe aequaUbus : fit 5 = j^- = ^. 

■ Dico autem: methodos, quibus progreffionum geometricarum fummae in- 
veftigantur, ad hunc cafum non pofle applicari. . 

Prima methodus eo redit, ut inferatur (ex l¥op. la. Lib. V. Ekm.^: fumma 
omnium terminorum excepto ultimo eft ad fummam omnium terminorum ex- 
cepto primo , uti primus terminus ad fecundum. Unde, cafu aequalitatis pmnium 
termmorum, fit ^— i : 5-i = i : i , 5— i = S^i ; quae eft aequatio identica, 
cx qua nihil concludi poteft: & fi computus ulterius continuetur, fit 
5(i-li) = 1— I, SssllZl, quae eft expreffio indetermmata, 

Transeo ad alteram methodum. 
Sit 5 = i+jc+jf»+jf3+jc'»+...«»-i 
erit 5*= jf+j»»+*^ +*♦+... *"-»+*" 
unde 5(x-i) =-1 +*" (fi Pfogreffio crefcit) 

5(i.-jc)= 1 * -^jf» (fi progreffio decrefcit) 



\ 






^a6 

Sit autem feries neque crefcens neque decrefcens : erit 

tS.I= l + I + I+.,..+ l+I 

,S(i.i) =2 1 — 1 *s = ^~^ quae iterum eft 

expreffia indeterminata. 

Cum autem ratio aequalitatis limes fit tam rp.tionis decrefcentis x : i (po- 
fito X > i)„ quam rationis crefcentis x : i , pofito jc< i ; pariter fumma termi- 
norum fibi invicem aequalium tam limes eft parvitatis fummae decrefcentis toti- 
dem terminorum in progreffione geometrica a primo inde prioribus aequali cre- 
fcentium , quam limes magnitudinis fummae crefcentis totidem terminorum in 
progreffione geometrica a primo inde prioribus aequali decrefcentium^ Unde 
fumma terminorum fibi invicem aequalium ( quamvis feriem geometricam non 
conftituant ) elici poteft ex fumma totidem terminorum ab eodem primo ter- 
piino in ferie geometrica progredientium ; quaerendo fcDicet limitem fummae 
hujus progreffionis» quatenus exponens progreffionis ad unitatem accedit. 

Eft nenipe 

cujus feriei limes parvitatis eft fK Sed hic limes eft feries totidem terminonua 
priori aequalium : ergo fumma n terminorum unitatl aequalium eft «. 

Pariter fit S= i+2x+^x9+j^xHsx^+ ...+n x^t 

Sx^ x+zx^+^x^+jix^+...+n'Ux^i + nx^ 
S*Sx=ii + x + x^ + x^ + x\+...+ x»-t.fijpa 
SX'Sx*=t x + x* + x^ + x*+.,,+ Jfo-i-h x^-nxB+i 

S- 2Sx+Sx* = 1 -(«+l)xn+iwn+l-aB(xn+I.jBn)^xn,l). 

Fafto Jf=i» erit ^'((i-iy-Ci-i) =a C"-»)-(i-i))> e* qua expreffione niha 
deducere licet. 

Fiat antem xs:i+z, &qiiaeratur limes expreffionis K* '■«'')y°-0 ; ^^ 



4»7 



5=3 



i+^z+^^l . ^ a»4-!±H... -'«3+. 



V* 






-(iH ^2+-.-— 

^ I I a 



>••• 



:«3+... 



«« 



"" 1^2 I.^»3 I..^.^ 1.2. 

Eademque computaadi methodus ad plurimas feries applicatur, numero^ 
tma n6mpe figuratorum, & generatim terminorum ad differentias conftante* 
perducentium , eorundemque per terminos feriei alicujus geometrlcae multipli- 

catorum. 

§. 156. Hinc intelligitur, quomodo theorema Taylorianum poflit adhanc 
inveftigationem adhiberi. Scilicet fit P= -^; fitque P funfdo integra ipfius x 
Sit Ax valor ipfius x-a, praecedens valorena A?-a=30 ; valor ipfius P huic valori 

A* refpondens erit -_--+^g^+ — j^+..., 

dx 



proinde 



JT^ i.ad**^ 1.2.3 d*^ ^'^'^ 



EodeM,ue»odo q= g+ij««+|il*3i«^..., oujus toeseft '(^: 



Eodemque modo fi "(^) = o> ^ "(^) ~ °* ^"^ "b ^ 



Ydd/^N 



& 



fic deinceps; quousque ad exponentes difierentiales fimul non evanefcentes 
perveniatur. 

§. 157. Huc pertinet detenmnatio (ii poffibilis fit) diiferentiae exprefllo- 
num infiniti feu impoffibilis, quae prodeunt, dum operationes quaedam ultra ca- 
fus, ad quos quadrant, extenduntur; feu expreffiones |-§, «0-00, (1-1)00, 
0X00, oX§; quippe qu3e ita redeunt ad |. . 

Exempli loco fit applicatio reiblutionis fra£tionum, quarum 4enoimnatores 

Ffa feao. 



\ 
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feftores habent a fe invicem diverfos,. ad cafum» quo faftores hi fiunt inter^ fe 
sequales. 

Nempe J-.-^ ""'"«-•=, ^rji I_,)j fafto autem a=s«'. 



tt-a x-a 



fignum impofllbilis -^ nosmonet» refolutionem propofitam efie impoffibilem; 



& quaerenda efi; difierentia fduarum exprcfliQnum impoflibilium -i-r — L— , 



I I 

— r* 1« 



a^a x-a 



Eft.autem _, = _j^_— — ^-h^^_^^3 -^_^+ . . . . 



a-a* ra-a 




(x-a)» (x-a)3 (x-a} 



• • • 



(X^) 



cafuy quo a=3a*« 



Pariter 






T-T r-*^H' — 

a-^a.a^^a x-a 



^ r /1 B 

, I 1 ^ I /a-g o-a 

+ "Tr V — !•— i — ^ — /; I /il — ^ — • + 

a^-a^a^-^a x^ a^^a^^a^-a^x^^a x*a 



r /1 II ^i^ 

a^^a Oma . o-a \ 

jf-a"*^ 



I t r » 



/a-a a-a 



iM.a-a»a-a ^x-a" :if-a 



(a-a a-a\N 
x^a Jf-a^-^ 

**' 1 »V "" ly 1 Az. C — 'Z ix f r 

a-a.a-a^x-a x-a^ a-a ..a-a \x-a_^ - (a-a ) 'x-a^ 

"a-a^a-a^l^ Z?>' i:?.7:7W (x^'>Ka'-fly 

_ I ^ g-a' .(«.gy . (a-aV ^(«'a')V x 

"aTZ^\T::7p+(:^3+5r^+(]^y5 + > , 



zzg 



a-a>(x-fl)» (*-fl)^ (*-«) (Jf-O)* 



11 ^ C 'XM ^ I- ffl 



~ ^\i:7f»""(ir:^"^ (117)4 (jf-ays^ -^ 

, / a.a («.flVfl-2«'+a') , («- «''^((a-o ')'- (a-a 'jC-g^J+Ca- <»-V _i, \ 



I, ff 



a-a.a«a oc-a 



Unde pofito a=s a'=5a% fit +-t — L-^,,.-i-T =a ^ — r- = ;^ — ^. 
^ a*a.a-a jr-a (-v-^)^ C-^-^J 






(r-a.a-a jc-a 

Expulfis igitur impoflibilitatis fignis, coafta calculoram ad cafiis, ad quos 
nottquadrant^appUcatione introduftis^ reftituitur expreflio realis j— ^^3, quae 
in exprefliQnes impt^biles fuerat refoluta. 
Idem dicatir de refolutwne impoflibUi fi-aftionum ^^ Qcx^zax coi.^ ^^- ^^^ 

§- 158- Progredibr ad nonnulla cxcmpla, quibus differcntiae propofitae 
quantitates transcendentes comprehendunt; eaque defiunta ex Eitjleri infiitu* 
tionum ialcu& differfntialis parte pofteriori Cap. XV,. 

Extwptum priMum^ Sit funftio — ^ , cujus termini — & — — 

fiunt i feu 00 fafto jr =s i. 

-,.. X I _ x]og .x*(x^iy ^ P 

jp-i log.x ?c-i.log,x 01 

Ff j Erit 

(a) Appircttiones fntcr hvtc nsqiie tracRtonim notari inprrmis mefetnr friftionnm «tlo- 
fialinm , qnarum denominato? &aofes habet tam fimplices qnam compofito* , tam fea- 
les quam imapnarios, in aiias refolotio a celeb. Eulero in InfiUutiombus calculi 
differentiaKf Cap. XVIII. expofita. Quamvia enim refohitlo baec methodis mere 
- elementaribua (etiam absque methodo indeterminatamm ) generaliter inftitni poflit; 
propofitiones capite hoc ftftbilitaa mire eaa juvare ac concinniorem redttere non eft 
^^tendum* 
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faftores habent a fe invicem diverfos,. ad cafum^ quo faftores hi fiunt inter^ fe 
aequales. 

NempeJ^.-^ «-^''«-^ =. JL^r^ -^); fafto autem a=^; 

'^a^x^a 

fignum impoflibilis -^ no&monet^ refolutionem propofitam efle impoffibilem; 
& ouaereada eft differentia fduarum expreffionuni impoffibilium -i-y — L— , 

I I 

• 1 * — I* 

Eft.autem ^==.;;:;;^-3^^-(— )aH(;^..;3~(^^ 



. * ^Jl — 5 + ii — f^^— •..= — ^ cafu, quo a=sa. 



Pariter r— -T»=r-r— >»•— 

;(-aaX«a«xwi a-a..a-^ a-« 



I ^a-a a-a 

=5 1 ' H t ilV x~ »• 

iKa.a-a.a-a ^x-a x-a 



a-^a.a^-a x^a 

r /1 II I 

,1 1 1 ra^a a^ a^\ 

+ -« v — !• »— "— ■i » — I — /il — ^ 1 + -"V 

a«a..a«^a jr-a a«a»a-a.a-a ^j^*a j^ra x-a^ 



a-a.a-a^x-a x-a^ a-a..a-a\x-a^'(a-a) x-a^ 

'^TT^a-aSx-a x-a'*' a.a*li^>x-a (x-a'y\ii»-a°y 
I /-^-jV (a.flV («^ («-o')4 



I /fl 

j— I — «It- 
a-a 



{a^-a'y (aWy (a-»> y . 



I /^ a-g (a-a;,* (^a-a)* ta-a J 

i':7r^"Xjc.ay*(jt.a'}3 "''(^')"^ ^(*-fl^') 



.. 4- 





l^ I o-a . (fl-fl )* (o-o )^_L Y 

•" ^^i:?r»-(ir:7)5+(Tr7)^-(^T5+ • • * --^ 

, ^ o.fl" , (•.a')(fl.2a'+fl') , (a-fl')afl-fly- («-« 'j^fl-fl^yKfl'. a^« . ^ 

_ 1 , «-20+0 , 






Unde pofito a=s a'ssa% fit + , ^ > ,; , = ; — rr, = ; — Ca* 

* a-a.a-a jif-a (•^-''J^ C*^"^} 



I I 

+"1; « •• 

a^a.a^^a x^a 



Expulfis igitur iinpoffibilitatis figms , coafta calculonim ad cafiis, ad quos 
nonquadrant^applkatione mtroduftis,. refiituitur expreffio realiis -^, quae 

V* - aji 

in expreffiones imp<^biies fiierat refoluta. 

Hcm dicatur de refolutione impoffibili fraftionum (^^^^^^^I^^ W 

§• 158. Progredior ad nonnulla exempla, quibus difFerentiae propofitae 
quantitates transcendentes comprehendunt; eaque defiunta ex E,iri.£Ri Injlitu^ 
tionum iatcuH differentialis parte pofteriori Cap. XV.. 

Exmptum primum^ Sit fimftio — ^ , cujus termini — & ^ 



x-i logM^ JC-X log.jc 

fiunt I. feu oo fafto x =3 i.. 

Cli. * I _ x \o^.x^(x'iJ ^ P 

Ff 5 Erit 

(a) Applfcttioncs intcr ftiic usque tricRtonim notari inprimis mercfur fraftioBnm rttf o- 
Baliom , qnamm denominato? fcftores habet tam fimplices quam compofitos , tam fca- 
les quam imaginarios, in alias refotatio a cclieb. Eulkro in Infiitutwnibus eaJculi 
differentiaHs Cap. XVIH. cxpofita^ Quamvia enlm refolutio baec methodis mere 
- elementaribos (etiam absqne methodo indetcrminatarnm) generaliter infiitni pofiTit; 
propofitiones capite hoc ftabilitas mire eam juvare ac concinniorem rcddere non eft 
ttffitefidom* 
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Erit T— = log.x+i— i=log.;f = o, fafto jf=i 
•^^- = log.jf+fl5 .= 0, fafto jc=i 

^- - =i,faaox=i 

J^ = — + T" — r^r =2» faao af=i. 



XX XX 



1 /ddP- 



Hinc -^ = ^ = i. 



ExempJim fieuindum. Sit funftio -^-i — ^ — — , cujus quaeritur valor cafu, 
quo X = ; & proinde uterque terminus impoflibilis. 

Q xx{e»- 1) 

Jl ss I+(25C-I>2« s= 0, fefto Jf=0 

^ = 2:^e»'i)-\-2Xxe» s: o, fafto jir=o 

g^ = 3Jf*». = o, fafto jf=o . 

--^ « a(«a«-i) + 8Jf«»+4*Jf«» = o, fafto jf=o 
^ = 4«» + 4jf«» « 4, fefto *=o 

^ = ia«a» + fl4Jf*3»+8JfJf«a« = 13, fafto *=o. 
o/d'/^ 



o/d3Qr ^ 

V/Ory 






Mter 
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Aliter *3«-i = 2*+|-** + ,4T*' + r--**+ 



hinc 



I-AT 



x(e^-l) 2X0: 2arx 



1+ — x+ r-^-a?ar+ 



^ 1.2 I-5-3 



I.-4 •r • • • • 



-a-^) 
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i.a 1.2.3 i'"4 



-a*(i+ 






1.2 1.2.3 1—4 I..-5 

-1 ■ — 

. I + A_x+— Jf ^+-^ -3 



x3 +.,..) 



^ _I 



2 XX 



« 



1.2 1.2.3 ''"^ 

^^1.2.3 I...4'' ^i...4 i...5> ^ 



1+1-X + -1L*» + -Iix3+.... 
1.2 1.2.3 ^"'^ 



— I ^1.2.3 i...4'^ "^i...^ 1...5'' , 



fafto jf = o» 



i + — a:+_x» + ^*3 + ,... 



1.2 1.2.3 



1...4 



Exemptum tertitm. Sit ^^ -^ — funftio ex duobus tennims imppffibi- 

libiis compofita» fefto *=©. 

;^ ^ tang. x—x 

^^ q^ "* aajtang.at 

d* 



Q» faftoXaso 



^ s 2xtang.JH-aafec»«^ 
dx 

i^ « 2fec.*Jf tang.x 

?2^ =s atang.jH-4xrfec»*Jc+3«arfec.»xtang;* 

OJf* 

4^ = 4fec.*xtangc*3C+2fec.*jf 

5-S « 6 fec.9jc+i2« fec.*Jf tangjc+4«x fec.*jftang;»jf ^ . «, « „^^ 
a^ +J«xfec.** •= ^' fiifto*=p 



B o, iaftojfao 
« st^ fafto^sso 



Unde -TT — i> fafto jc = o* 



Mter 



23%^ 



Mter 



■ I — — x^-^—^x^ 



I 6 



I...6 



^ "f" <• • • * 



tang.j; &±x 



»•••3 1...5 x..«^ 



lonc 



?r 



= ^(— 



I —xx+JL 

1.2 



I ..4 



^♦---^^^•••. 



I...6 
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^••..j *«..5 l.i.«^ 
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^ 'T' • « • • 



I— ■ irX'^" . x^ ^^ • • « • 
1.2.3 *-5 



= f , fafto jf = cu 



JSxemphm quartum. Sit ' — ^ ^ 
wiibus compofita^ faftd3c=o. 
Icitur ^-P- f-i 

2]r = ^* — I* fafto xsso 

dO 

^g^ = ^x.f £.f jf^x sa 2, fafto jr=o: 

liinc 2^ = §, fafto af=o, feu — = i. 



funftio ex duobus temums impoIIi« 



Q 



Q 



Aliter e^+i^2+x+^+ J!L+ 

1.2 1.2.3 



fcincJL— '_«JL 

fisifto X^O^ 



i.a 1.2.3 



2+*+^+— + ... 



2 



1.2 1.2.3 



I+— + ^+...1. 



1.2 1.2.3 



2 + X + 



{•2 
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5. 159. Cafibus explicaUs, quibus quoti d fiuntdetemiinati; pauds per- 
flringam cafus (non fatis liaftenus obfemtos), quibus fignum § abfolutam in- 
dicat indeterminationem. Quod ut luculentius faciam, ab exemplis quam fim- 
pUciiiimis ordiar. 

Exm* 



-* - * ** c » ' 



^33 

Exemptum prunum. Sit iii : iii' ratio data duarum quantitatum x, y; & fit 

n:n ratio etiam data earundem, poftquam quaatitatibus datis a, b auctae fuerunt; 

Ent jc =s fif X — I — r- x+a=-n X — r-7- 

mi - II f» iww - « fH 

y s ffiX — I — r- ?c+6=liX — I — I— 

nm^nffB ntn^nfn 

Jam vero fit a:b =s m:m\ 

Quoniam x:if ss m: m': erit x+a:y+b=:m:.m'; ideoque «:fi's=ifi:iii*. 

nasanb 9C=aX| pc + «»«X§ 
I»a=»iii5 y ^ bX% y4-6 = 6x§ 

Atqui ratione quantitatum a & b rationi quantitatum x & y %quali pofitat 
patet: quantitates « & y efle poife qualescunque , feu eas efle indeterminatas; 
proinde* hoc cafu fignum % ab&lutam indicat indeterminationem. 

Cafibus, quibus quantitates x &y funt determinatse , quantitas x (v.gr.) 
determinatur aequatione iiwi*;c + mna =3 nm'x + ntnb, 

Atqui pofito fif ; iif'=r 11 : 11 *, efl: fifii' = nf «; ideoque termini fmf W, nm^x funt 
invicem aequales: unde debet efle iwii a = «1116, feuiias=ii6, &a:6 = ii:ff': 
duae exprefliones 11111'^:+ imia, inii '00 + 111116 funt ideo identicae, & nihil ex illis 
deduci potefl:, quod ad valorem.quantitatis incognitae x, cafu, quo 
nf : fff* =3 ff : »' =2 a : 6. 

Exmplum fecundum. Proponantur duae aequationes ^ + ^ ^ ^* • fit 
#11- II ~ j — • i' 

X = ^-1=^, , y = ^f;^=^. Quamdiu non eft ab = ab, feu a:a = b : b; duae 

ab — ab av — ab 

quantitates incognitaa at, y aequationibus praecedentibus determinantitr : cafu 
autem, quo a:a=b:b\ feu a* = fia, & fimul 6' = fi*; fit ^lj]^^ ^ J'-* 
unde p^np^ fx. pb^nbp = pb^; fit ideo je = §, :feu quantitas indeterminata : 
& fi non eflet p^=np; figm x «= ■^■■■'^^ introduftio quaeftionis propofitae im- 

a^ • o « 

poflibilitatem nos doceret . 

Eadem applicari poflurit ad quaeftiones, in.quibus tres aut plures quanti- 
tates incognitae occurrunt. ^ 

Exemplum tertium. Exemplo primo prorfus^ analogum eft hoc alterum. 

Gg Detur 
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Detur fumma a quantitatum x^ x^; it:m fumma b quantitatum y, y'; den- 
tiur etiam rationes tam quantitatum x & y, quam quantitatum x\ y' : & 
quaerantur quatuor h« quantitates. Si ratio fummarum datarum a, b sequalis 
eft rationi datae quantitatum x\ y: ratio quantitatum x\ y exinde ita deter- 
minatur, ut aequalis fit priori rationi datae quantitatum :c, ^; & hae quanti- 
tates poflunt effe quaecunque in ea ratione data, quae indeterminatio fymboli 
f introduftione indicatur. • 

Quantitates datae numero pari a, h. r, d fint fummae 

aut differentiae quantitatum x,x\ y,y\ z,z\ v,v Dentur etiam 

rationes x:y, y:z, z\v, v:x\ Fieripoteft, ut 

quaeftio fit indeterminata. 

Inter applicationes geometricas propofitionis hujus ad indeterminationem 
ducentis tres fequentes indicabo, quae quafi fponte fe mihi obtulerunt. ' 

Figurse reftilineae pofitione ac magnitudine datae infcribenda fit figura re- 
ftilinea cognominis perimetri omnium minimae. Cafus, quo figurae propofitae 
^ numerus laterum eft par, ita eft indeterminatus ; ut, fi problema propofitum 
poffibile fuerit, folutionum numerus nullum habeat limitem; &cfdici\e eft inde- 
\erminationis hujus nexum cum cafu praecedente oftendere, (Vid. RUatio niutm 
capacitatis Cf terminorum Jigurarum. Varfaviae 1782.) 

Pariter circulo dato infcribenda fit figura reftilinea, cujus latera per pun- 
fta pofitione data transeant. Problema hoc cafibus quibusdam etiam fit in- 
determinatum; uti oftendi in diflertatione', quam de hoc eleganti problemate 
ad Academiam Berolinenfera ante aliquot menfes transmifi: & indeterminatio 
haec ad eundem omnino fontem poteft reduci. 

Idem contingit, quando figura reftilinea cognomini figurse reftilineae ita in- 
fcribenda eft, utlatera ejus perpunfta pofitioHe data transeant, aut fint reftis 
pofitione datis parallela. 

Sed miffis hisce quaeftionibus magis arduis transeoad exempla geometrica 
fimplicitate fua commendanda. 

Sit circulus, cui infcribenda fit linea irefta, quae per punftiim pofitlone da- 
tum transeat. 

Sit 



^35 

Sit C centrum circuli, cujus radius fit r; fit P punftum pofitione datum, Fig.^a. 
cujus diftantia CP a centro fit a ; fit XT refta magnitudine data infcribenda 
= afr; & fit CZ ipfi -X^T perpendicularis. Omifla analyfi & conftruftione geo- 
metrica (quibus liic immorari a fcopo foret alienum) exponam tantum calcuium 

algebraicum, quo fit fin.CjPZ= rr7i= — *■ ■« Fiat autem A = r, & proinde 

CJr a 

refta infcribenda transeat per centrum; fit iin.CPZ = ^ : eodemque eafu pun- 

ftum -P propius propiusque ad centrum accedat, & cum eo tandem coincidat; 
ita fit fin. CI^Z = § ; & cum hoc cafu unica fit conditio , nempe ut refta du- ^ 
cenda per unum tantum punftum datum^transeat; fignum hoc indicat indeter- 
minationem pofitionis lineae magnitudine datae.. 

Obfervatto. Si fuiflet tantum « = o , non autem * = r : foret fin. CPZ =« 

2C^i!Il**); & hoc fymbolum eflet fignum impoffibilitatls (Cap. IX.). 
o 

Jlterum exemplum. Sint duo punfta pofitione data; fit & tertium pundhim Fig^^j. 
pofitione datum, per quod ducenda fit refta talis, ut perpendicula ex duobus 
prioribus punftis datis in eam demifla fint inter fe in ratione data. 

Sint Jy B duo priora punfta data; fit P tertiuni punftum datum: & quge-» 
ratur refta PX, in quam demifla perpendicula-^^, Bb fint inter fe in ratione 
data. Agatur refta AB , & dividatur in C in ratione data : refta PC eft refta 
quaefita. Ut problema fit determinatum ; necefle eft, ut -P& C punfta fint di- 
verfa: fi fecus eveniat, unicum datur punftum, per quod refta ducenda fit, & 
proinde pofitio ejus eft indeterminata ; quod calculo etiam indicatur. 

Sit ^C= fl, PC= b, jiP= c; in triangiilo JPC fit fm.C ^ 
2 



2y \ -: — -• — 1 

V ^ 2 g 2 ^ 



Ratione data manente eadem, feu ea« 



dem manente ACy evanefcat PC: fiet AP =^jiCy feu a = r, & ft =o; unde 
fin.Cas 2§: quod fignum indicat, omnes reftas pe): Cduftas conditioni propo- 
fitae fatisfacere. 

Haec poflent ad nuflierum quemcunque pxmftorum pofitione datonim ap- 

Gg 2 plica- 
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plicari; & huc quoque revocatur indeterminatio , cui anfam prdebet problema 
locale, quod expofui in opufculo meo infcripto: Polygonometrie ^ pag. 72 — 93. 

Indeterminatio haec, ubi occurrit, aflfeftiones quasdam generales quanti- 
tatum, quae locum ei praebent, poteft indicare. Sic v. gr. poftremum exem- 
plum intime conneftitur cum proprietate centri gravitatis , de qua vide §. i25fq- 
Sufficiat paucis exemplis elementaribus aflertum hoc iterum illuftrare. 

Circulo dato infcribendum fit quadrilaterum , cujus anguli dantur. 

Sit ABAB^ quadrilaterum propofitura, inferibendum circulo, cujus cen- 
tru;n C & radius CA. Agantur radU CA^ CB, CA\ CB\ 

Sit CAB = CBA «X 
Erunt CBA' sa CA'B = jB— x 

Unde angulus jf fit indeterminatus : & fimul A-^ A = B +5'; feu difcimus, 
fummas angulorum alteme fumtorum efle invicem ^equales. Idem valet de 
quavis figura reftilinea numeri laterum paris , circulo infcribenda. Huc etiam 
pertinet cafus indeterminatus problematis in Geodaefia tantopere utilis; quo, tri- 
bus punftis pofitione datis, quaeritur quartum punftum, obfervatis ex hoc pun- 
fto angulis > fub quibus mutuae priorum punftorum diftantiae apparent, 

Idem dicatur de fununis laterum alterne fumtorum figuraruni circulo clr- 
cumfcriptarum. 

Sint A^ B^ C latera aKcujus trianguli; 

a, b, i anguli his lateribus oppofiti: quamdiu latera^rf & B funt 
invicem inaequalia, ac proinde etiam anguli a & fr invicem inaequalesj eft 



0+6 



a-b 



tang.lL. :,tang.— = A;^B:A^B: data igitur ratione (inaequalitatis) late- 
rum A&cB, & data difFerentia angularum a &cb, determinatur tangens dimidiae 
fummae horum anguloritai per aequationem tang.^ s=s tang*^ X -j^^- 

Smt autem latera ^, - j? invicem aequalia : fit tang.^!^ = tang,— X|; & 

hoc foret fignum impoflibilitatis, nifi eflet fimul asafr^ & tang,-^:=o: unde 

tang. 
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tang.— =J f. Signum ideo indeterminationis % nos monet: quod, fi nulla fit 

2 ■ 
laterum differentia, etiara nulla fit angulorum oppofitorum differentia. 

Idem dicatur de altera propofitione, quge unum eft etiam ex praecipuis 

trigonometriae planae fundamentis. Sit B bafis alicujus trianguli, in quam ex 

vertice oppofito b agatur refta perpendicularis; & fint jt\ C* fegmenta bafis 

lateribus A &C adjacentia. Quamdiu J&cC funt invicem inaequalia , ftat pro- 

portio J+Ci A-^C =i B : J—C ; nnde A+C= Bx^^: fivcro^'-=c; 

& proinde J = C; fityf+C=i?X§, quge eft expreflio indeterminata, Nume-» 
rus nempe triangulorum aequicrurorum fuper data bafi conftruendorum eft 
illimitatus. 

Sed haec fufficiant de re ad elementa pertinentia : nee immoror oftendendo 
nexui inter propofitiones , ab antiquis Porismata nuncupatas, & fignum f cafui 
quo indicat indeterminationem. 

CaPUT DECIMt™ SEPTlMUJVr. 

De tbeoremate Tayloriano ad funSliones duarum pluriumve variabilium 
extenfo; et de ratioiiibus differentialibus atque ifttegralibus 

earundem fu7i£tionum. 

§. 160. 

|\it P funftio du^rum quantitatum mutabifium x, y. Valores, quos funftio 
haec recipit, quando quantitas x fola, aut quantitas^ fola, mutationes Ajr^Ay 
refpeftive patiuntur, denotentur fignis *P, ^P. Valor, quem eadem funftio 

X 

recipit, quando x & y mutationes Ajc'& Ay fucceffive patiuntur, ponatur ^P; 

par^terque valor ^ quem funftio haec recipit> quando y &x mutationes Ay & ^ 

7 
fucceflive patiuntur, defignetur per *-P. 

X 

Funftio ^P exfunftione P oritur, fi in ea y+ Ay locoy fubftituittir; pa- 

riterque funftio V ex funftione Px>ntar, fi in ea jc + A-^ loco x fubflituitur. 

X r 
Proinde duae e^prefliones ^P, ^P unum eundemque funftionis P valorem defi- 
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goant : cum nempe , quem obtinet , fi quantitatum x & y loco quantitates 
jc+Aat, y+^jf fimul fubftituantur. 

Quoniam notatio a mathematicis ufurpata, qua exponentes differentiales 
funftionum duarum pluriumye quantitatum mutabiiium defignant, minus commo- 
da mihi videtur; liceat aliam proponere, calculo (mea quidem fententia) aptiorem, 
Scilicet exponens differentialis funftionis Pduarum pluriumve variabilium, qua- 
tenus X fola mutatur, denotetur figno M'P; & exponentes differentiales fuc- 
ceffivi eodem modo fumti ponantur M"/^, ^dTP, ^^''P . • . . Tum exponens 
differentialis funftionis M'-P, quatenus y fola mutatur, defignetur M'M'i^; & 
generatim exponens differentialis m^^ ordinis funftionis *d^-P, quatenus y fola 
in hac funftione mutatur, fit d** d^^ 

Quibus fuppofitis, paucis oft:endam: quomodo theorema Taylorianum, de 
funftionibus unius tantum quantitatis mutabilis demonftratum, ad fun6tiones 
duarum pluriumve quantitatum mutabilium extendatur; a funftionibus duarum 
quantitatum mutabilium x, y, quae fiant «+Ajc, y +Ay, ordiundo. 

§. i6i. Per theorema Taylorianum (Cap. III.) eft 

^P = P+^M'P+^-M7>+ ^ W+^M'^P+'^M^P+ . • . . . 

I 1.2 1.2.3 ^—4 ^'*-5 

yp= p+^yd>+^ w+ ^w+^ yd"/'+-^''d7'+ .. , . 

A 1.2 1.2.3 ''•••4 ^'"S 

Proinde 

yi'=P+^J'd'P+^W+ ^W^ .^yd"P + ^^d*i'+.... 

I 1.2 1.2.3 i>»4 '"'5 

+ ^r^d-i^+iy M^M^iH-^^^d^M-iM-:^' Vd'J+^''d"'d'i'+...) 
I ^ I 1.2 1.2.3 '•••4 

+^C. . . . «d"i' + ^yd'w+^M"W+-^^d"M''p+...) 

1.2^ X 1.2 1.2.3 



3 

>3 
A;f4 



+^( "d'"/» + ^M'M"i'+^M*'M"i'+...) 

i>a'3 I 1.2 



+— C «d'*i' + ^yd'*d"i>+...) 

I...4 I 

+^X .- ; VP+.:..-) 

Pari- 



« 
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I*ariter 

«i'^ P+^^d-i^+^M-P + ^M-P + ^M''/' + iflM P + . . .- 

I iji • 1.2.3 ^—4 1—5 

» • • 

+^('yd'i'+-M*^d'i>+^M'M'p+^M"'yd'/'+^*d'^d'/'+...) 
1 ^ I 1.2 1.2.3 1.4 . - 

+^r ; . . . M^i' + '^'d'yd'P + ^M^Vi' +iflM'"M''>+ . . .) 

1.2^ I 1.2 1.2.3 

I 

+^(;. M"i'+^M'yd"p+^M'''d"'i'+...) 

1.2.3^ ^ I 1.2 

+3^0 . . . M-T» +^«d'W+...) 

+^C' 'd-i» '+...) 

X y 
Atqui ^i^rs *P; proinde aequando terminos harum expreflionum mutatiom« 

bus ^x &c i^y eodem modo aifeAos, fequentes oriuntur sequationes: 

yd"d'P = M'M'P 

M^M^P = M^M^P ^'''d^P^M^yd^P 

Wp = V^d-^P ^d^Vp^M"^'^ ^d^d-p = *d"'d'p 

ya^^^d^P = M' 'd"P ^d^M^P^ M^^d^P M^M-p^M^M^P ^^^'^^«VS^d'^ 



I 



Generatim MnMmp = ^d*^^d^P. 

E}cempla. 1°. Sit P=>ey. *d'P = y M'p = * 

M'P =0 yd*P =0 

'd'M'p=i M'yd'p=i. 



a«. Sit P=x*yK *d'P=4x3y3 ^d^P^SJf^y» M'M'p=4.3.x3yy-9«d'M'p 

M"p=4.3Jf*^' >'d''P=3.2x'»y yd''M*P=4.3.2Jf3y=M'yd''p 

"d"p=+3.2«y3 M"P=3.a.i.** M"M'p=4.3.2.w3««d'yd-p 

''d'J>=4.3.2.i.y* 



V *.«! 



\ 
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5. 162. Ex §. praecedente (infifteodo vefHgiis Capitum I. II.) deducitur 
determinatio mutationum fimultanearum duarum quantitatum variabilium jc,y, 
atque funftionis ipfarum P; ac fpeciatim exponentis diflferentialis harum mu- 
tationum. Confideratis nimirum funftione P & quantitatibus mutabilibus x,ff, 
tanquam funftionibus unius ejusdemque quantitatis mutabilis p; 

•^ dP dx« f^ . dyy,i« 
dp dp dp 

Exempla. i^ Sit p « xy. Erit 4^ = ^y + fe« (ut notum §. 26.). 

2^. Sit P= Jf^y^; itaque *d'p =3 ^x^y^ , ^d*P = 3*^yy. 

Erit ^ == 4x«y3df + 4j^ dy^ 
dp ^ ^ dp ^ ^-"dp 

Scilicet ut habeatur exponens difFerentialis j- • fumantur exponentes differen- 

dp 

tiales *d'p, ^d'P; qui multiplicentur per exponentes —^ ^ refpeftive, 

5* 163, Data igitur asquatione differentiali -r- = a'^^^^^ ^^ aequa- 
tioni huic refpondeat aequatio integralis, terminis finitis expreffa; oportet, fit 
X= «d>, & r= M'A proindeque M'Jr= «d'/: 

Exefnpla. !<>. Sit ^ = ^jt + ^; igitur X = x, T = y : cum ita fit 

dp dp dp 

, , ; contradiftionem non involvit, ut aequationi differentiaii propofitae 

refpondeat aequatio integralis, quae fit aP^xx+ytf. 

2^. sit ^ = ^(3^^sy+yO + ^(2x^y + vy^+sy') 

c= ^x + ^r- 

dp dp ' 

Tum yd'X=2a.3xxy+4y^, MTss a.3^Ary+4y3; 

ac fit P = pc^yy + A:yi + y5, 

3^ Sit 






a4t 



3^ Sit ^^ ^(y^+*^i') + ^(*^y+y*) 



Flunt M'jr = 4y^ + x^. '^dT = axyy, ct aequatiom propofitae miUa re- 
fpondet «quatio integralis terminis finitis expreffa, 

§. 164. Ex asquatione differentiali primi gradus fiuunt aequationes difTe- 
rentiales graduum reliquorum: quod aequationis diiTerentia-difrereatialis exem« 
plo illuftrare fufficiat 

Quoniam ^ ^ ^«d'lM-^ Vpj 
d/? 4p dp 

fequitur . ^^^MW^^^^d-TH-^.^M' »d> 

^ djp* dp* M/i'^ dp 0/; 

+^.^*d'yd'p+ f ^^^' M^P+^ yd> 

dfi djP • Mjx d/i* 

dp'^ M^-^ dp dj:; . ^dp-^ dp* 

tes differentiales Ji, -^ fupponuntur effe conftantes. 

dp a/7 

§.165. Ex formula pro duabus quantitatibus mutabilibus §* i6i. expo- 

fita y fequituf formula pro f unftioae trium quantitatum mutabilium. Fit enim 



-i 



X 



I 1.2 1.2.3 ^***4 

4.^C «d'W--M'M'P4-^M'M'p+^M-M>+, . . .) 
I ^ I i-a 1,3.3 

+^r M'P+^M'''d'lM-4£!M*M'p+iflM"yd>+ . . . .) 
i^ X 1.3 1.2.3 

+^( • Vp +-^M'»d''P+^ *d*«d'P+ . . . .) 

+a^( *d'yd*P+^M"d'M'Pf^M"«d'M'P+ .'. . .) 

i.a ^ I I.» 

Hh 



i 









1.3.3 



( M"P + . . , .) 



+3^( 



xj*yj» 



3 

9 



d'M> +•..•) 



1.2.3 ^ 

( M> + ) 



^y 



1.2.3 
+ . - . - ^ 

+ * - - 

Si varietur ordo^ juxta quem tres quantitates mutabiles ^, y, « fuccel* 
five poffunt variari; fex uempe modis» quibus inter fe permutantur; exprefliones 

X X y y 2; 21 

y Z X Z Z 7 

'P, yp^ ^-P, *jP, y/^^ *i* erunt intet fe sequales^ Unde varia confequuntur 
theoremata ; & nominatim aequalitas tenniuonun , qui iisdem produftis muta- 
tionum Ax^ At/y Az afficiuntur,. Sic v* gr.. obtinentur aequationes fequentes: 

•d"d'^d> =: M"y4'M'p =iM'^d'M'p=M'M'M'p = M'M'M'p=: ^d'^d"d'A 
Ex quibus porro ne£bintur coroUaria analoga iis» qu% de fun6lionibus duarum 
variabilium notavimus §. i6a^ 16^^ 

Hinc facilis eft transitus ad funftiones quatuor» quinque ^ & plurium quot« 
cunque quantitatum mutabilium^ QuarQ viam indicafle fufficiat » qua traftatio 
haec ab idea infiniti liberatur ; & quod ad applicationes attinet , qui plura defl« 
deraverit» adeat EuiE&I Calculum differentialem Cap. VIIc & VIII. partis prioris.. 

CaPUT OECIMUAC OCTAVUnt» 

De maximis et minimis; et de punStis fiexus contrarii curvarum^ 

^luaeftiones ad maxima & minima pertinentes adeo frequenter-occurrunt, 
non in pura tantum mathefi^ fed potiffimum quoque in applicata , quae uberri«> 
mis utillffiinisque earum applicatlonibus aiifam praebet; ut caput hoc fedulo 

evol- 



t 



a43[ 

evolvi mereatur. Quoniam autem intimus ^fl: ipfarum cum quibusdam curva« 
rum fymptomatibus nexus^ quorum contemplatio magnam huic doftrinae lucem 
affundit; utrumque argumentum fimul complefti e re efle cenfeo, 

§. i66. Definitio i. Sit p funftio quantitatis alicujus mutabilis at, quae 
fafta x = a ^^P^ fiat, quam fi quantitati x major minorve valor x+^, x— 2U 
tribuatur, utut parum valores hi ab a differant : valor funftionis P valori xzsa 

^ t ^ maximus 

refpondens vocatur ^.^^^^ . 

Exempla. Numerus datus a in duas partes x^ x — a dividatur; & fiat pro- 
duftum x^a-^x^ ex his partibus. Produftum hoc funftio eft unius harum par- 
tium V. gr. x; qua crefcente a zero inde usque ad ^a crefcit etiam produ6lum 
x(a—x). Eadem autem parte crefcere pergente, idem produ6him decrefcit: 
ideoque produftum hoc eft omnium maximum , quando pars x aequalis eft dimi- 
dio numero dividendo ; feu quando ambae partes funt invicem aequales. ^ 

Contra fi fiant quadrata ex iisdem partibusj fmnma horum eft omnium 
minima, quando ambae partes funt invicem asquales. 

Definitio 2, Sit M punftum quodpiam alicujus curvae: ex quo ducantur 
refta curvam tangens TJUT; & refta MP axi ordinatim applicata, cui relpon- 
det abfcifla jiP. Tum fj^^^^uta ^^^""^^' ^^^ ^^ A^P' ^Santur ^^ reft» 
axi ordinatim applicatae, quae curvae in ijj^ punftis, & tangenti in i*^ punftis 
occurrant. Si fit N^P % M'I^^ utut parum abfcifla jiP ab abfcifla -4P differat; 
arcus MM' dicitur ^^^^«^**^ ycrfus axem AB: & fi fimul fit 'N'p > 'M'P, totus 

conuexus ^ ' wcuo 

arcus 'MMM verfus eundem axem eft ^^"^^^^^ 



'N'P ^ 'M'P, quo cafu arcus MM 



convexus 
concavus 
convexus 



Si vero fimul fit N'P %M'P & 



eft verfus SixemjlB, dumarcus 'mM 



eft verfus eundem axem ^^^lfj^! ; tum M punftum feparat arcum ^^^cavum 

concavus - ^ ^ . convexum 

curvae ab ejus arcu ^^J^^vo ' ^ dicitur punSfum fiexus eontrarii curvae. 

§• i6i. Hinc jam oftendi poteft nexus, qui fymptomata inter curvarum, 

minimae 
fiunt, intercedit 

Hh ^ Etenim 



i» concavae 

quibusverfus axem convexae *' ^ doftrinam fiinftionum, quae 






Fig.46. 



\ 
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Etenim quando atcus totus eft veffus axem, ad quem refertur , ^^^.^^^ • 
^ ^ convexus 

fi refta duci poteft arcum hunc tangens, eademque axi parallehi; refta axi 
ordinatim applicata ex punfto contaftus d!ufta jj^^^j. eft reftis axi ordinatim 
appircatis ad utramque ejus partem fitis; proinde ordinata ha:c omnium 

maxima ^^^ Quare ordinatis curvae fumtis prapoi-tionalibus funftioni P quan- 
minima ^ 

titatisr mutabilis , quae ipfa per abfcinas j^P defignetux ; funftio P omnium 
maxima ^jetenninatur per reftam axi ordinatim applTcatam a punfto curvae. 



ubi hapc tangit refta axi parallela, 



%-,. r.. dP 



Quoniam autem^ quando tangens axi eft parallela, fit ^ =o , feu ;7-=o 

(§•93-); ^f^\^^ determinantur, fi fiat ^ = o. 
vj; /o /y mmima • dx 

§. i68. Si curva propofita,. cujus ordinat» fimt funftioni P proportiona- 
les, unUo conftet ramo,. qui totus fit verfiis axem ^JJy^xS^ refta tangens axi 

dP 
parallela (fi qua: fit) eft unica; & «quationis — z= o imica eft radix rcalis. 

Si vero curva propofita fit undulatoria, ita ut altemis vicibus concava & con- 
vexa fiat vcrius axem, ad quem refertur : in unaquaque uticta agi poterit 
refta tangens axi parallela ; & proinde totidem erunt ordinatae alternis vidbus 
maximae aut minimae ,. quot funt und» curvae^ propofitae. Multitudo haec 
maximorMi ^^gguatur multitudine radium realium aequationis _ = a, qui- 

bus etiam !!?^!^' funftionis P valores altcmis vicibus refpondenfc. 

§. i6g. In definitionibu^ praecedentibus (^^ i66.) fuppofiii; valorem a 
quantitatis. mutabilis, jf ^ cui ^^^^ funftionis P valor refpondet, ejusmodi 
efle, ut fiimi poflint qiiantitatis x valores ipfa a tam majores quam minores; 
feu (quod eodem redit) fuppofui; curvam, cujus ordinatae funt funftioni Ppro- 
portiomdes-, ad utramque ordrhat» omnium ^^^^ partem extendi. Ficri 

autem poteft, i»t valor « quantitatis mutabilis Jf ^ cui !^?f^j^^ funftionis ejus 

valorrcfpondet,^ fitfimul& ipfe ^f^™^ ^ quantitatis mutabilis ^valor; ita.ut 

non 



H5 
non poflint fimul accipi valorcs x+Ax, x—A^Sj feu abfciflae curvae, his valoribus 
refpondentes ; & curva ceflet ad alteram ordinatae /UJ^j abfciflae at =» a refpon- 
dentls, partem. Quod fi locum habeat: ordinatae abfciflis jc+Ajc v» gr. refpon- 

dentes fiunt imaginariae; 6c proinde funftio P radice Cx—a) ^» vel {a—x) ^^ 
afficitur. 

Ut argumentum hoc, quantum fieri poteft, dilucide pertraftem; fingulare 
,_^ maximorum -^ , »,.. /,rs. ., 

^^^ minimorum ^^^°^ leorfim perpendam: & de us funftionibus., quae non- 

nifi poteftates t-^—a)», («— y)«, quarum exponens n eft numerus integer pofi- 
tivus, involvunt, u;iiceprimumagam; ceterasque aliis potentiis aflfeftas demum 
confiderabo, poftquam, quae ad priores pertinent, erunt declarata. 

Et cum adeo arftus fit nexus inter fymptomata curvanim, quibus fiiat 
verfus axem ^°^^J. & fymptomata funftionum, quihus ^^^^ fieri pof. 
funt ; priorem determinationcm praemittam. 

5. 170. Sit M punftum curvae , ad quod du£fci eft refta tangens TT*, 
Sit M' aliud curvae hujus punftum , punfto -flTutut proxfmum; a quo agatur 
refta M'P axi ordinatim appltcata, quae tangenti TT" in N' punfto occurrat 
Tum ex punfto M agatur Mm rcftaaxi parallela, quae reftae MP in m* punfto 
occurrat. Ad alteram ordinatae MP partem agatur quoque refta 'm'P, axi or- 
dinatim applicata» quae tangenti in 'N punfto, & reftae Mm' in m punfto oc- 
currat. 

Sint MP=:y, M*P'=y', 'm'P= *y, pp'=2 'pp^/ix, 

Erit ir=v+-.^x^** *^y+^* ^V. A*4 dV . ,<c x 

V=tf— — ^.^x^d^^^e^ d^ Ajir4 d4y 

y I d*^x.3 djf»-i.a.3 d*3"*"i.,.4*djc4-* 

Atqm.^^=y±-j--^ (§. 4o-> 

Hh 5. ErgDi 



•■ » «k 
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c. r •. ^- N'M' C^x^ ady-- Ax3 d^y Ajc^ d^y -- 

Ergo cafu concantatis .^.^= - — • d> iTa:^ ^r/a "II^ 'd^^ - • • 

cafu convexitatis ,»^,^,=2 + i-^± j- ci+ -— •-t~^± .... 

WJH^ 1,2 dAT^ x.2.3 (Xx^ 1...4 djc^ 

Pofito autem, funftionem P alias faftoris x- a, ipfi x^a refpondentis, po- 
teftates non continere , nifi quamm exponentes funt numeri integri & pofitivi ; 

exponentes differentiales fucceffivi -r-| > r\ y i-| , . . . . aut faftore x^^a non 

afficiuntur, aut non alias involvunt ejus poteftates, nifi quafum exponentes 
funt integri pofitivi; proinde fafto jc=fl, exponentes hi differentiales aut fini- 
tam obtinent magnitudinem , aut evanefcunt , neque impoffibilis aut infiniti 
— figno afficiuntur. 



. (x^a)^ 

Quo pofito, ut curva fit ad utramque punfti M partem concava; oportet, 
^. /^Aa:^ ddy 1 Ajc3 d^y ^ Hx^ d^y . N ^.. ^ . . 

^'' -C7:^-d^±i:i^-d^+i7::^-a:^± -0 ^^^^^^^^^ p^^^^^^^^ ^^ut par- 

vus fit ipfius Ajf valor: proinde fi — ^ non evanefcat; oportet, fit ^ quan^ 
titas negativa (§. i6.) propter Ax^ femper pofitivum. 
Cafu autem convexitatis necefle eft, ut fit 



+ ii:^-dr^'^T:^s'd-^T^-d^'^ • • • q"«ntitaspofitiva, utcunq 



ue exi- 



guus fit ipfius Ax valor; quod (propter Ax^ femper pofitivum) fieri nequit, nifi 
fit —K qaantitas pofitiva. 

Proinde, exponente differentiali —4 non evanefcente, curva verfus axem 
\ ax^ 

concava ^n ^^^„i.- ^^^^^^,^^ ^;m.t.^«4.;«i;c ^^ ^rv negativus 
convexa ^^' P^^"^*' exponens differentialis ^^ eft p^^gtivug • 

§. 171. Quoniam autem f =y±— . -5^-1 j-4± • t«+ — • t-4±-J 

•*^ . . y I dAT 1.2 ax^ 1.2.3 djc^ 1..4 djc^ 

cafu, quo'y eft maxima, debet effe fimul 

r 

_Ajc d«/ Ajp^ ddy — AJc^ d^v Ajc^ d'*^ t- k. . j • i.-, r ri.- 

4: — iz -y-^-^ — I r-4 + *»*>o* Quod juxta fuppofitio- 

^ I djf 1.2 dj;*;^i.a.3 djc3 i.../^ dx^^ ^ ^ ^^ 

nem 



J 
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nem (§. 169.) fieri nequit, nifi fit ^ = 0, & -^ negativa, feu curva verfus 

axem concava, 

Cafu vero, quo y minima efl:, debet efle 

+ ^.$(+^-.^:+ ^.^4+^.^± .. .> o; .quod fieri nequit (juxta 

easdem fuppofitiones) , nifi fit ^ = o, & ^ pofitiva, feu curva verfus axem 
convexa. , 

Pofita igitur funaione P hujus formae J^/arSnt J V ^^^ ^ ^^ numerus 

integer pofitivus: fafto ^ = ©> ^^^ refpondeat x = a; exponentibus differen- 

tialibus fucceflivis — r, -r-a-f T~r» • • • • faftorem impoflibilem --i— non in- 

ax^ Ax^ ax^ (jc-fl)" 

volventibus , & exponente differentiali -^ non evanefcente ; funftio P fit 

maxima ^^^yj^^^ exponens differentialis -— -^ fubftitutione x^nam ejus ex- 
mmima ^ ^ axr 

preflione fafta , eft poKs^- 

Exefnplum primum^ Sit P = Tftx* xx ; ideoque — = «« - ^> ;pj^ = — ^ t 

fafto ~= o , eft jf = a „ & -_ eft femper negativus ; proinde valori jc = a 
ax axr 

refpondet P maximimi. 

Exemptum femndum^ Sit P = Jrx + (a - x)* ; igitur — =3 2(2x - a) , r^= + 4 ; 

dJif dx^ • ^ 

fafto -p = o, eftAr=r|a^& — femper eft pofitivus; proinde funftio P, ipfi 

x = ^a refpondens , eft minima.. 

' dP 
Exemphm tertium. Sit P = xx^ (^~^)^ • ^rit _ =3 a;c + 2(a— *) = + aa. 

Proinde j- nunquam fit zero; & funftio p = 2a(jf— a) nunquam fit JJJ^^^. 
Exempkm qum^tum, Sit P = Je^ — axjc-{-6x-4-« 

dx ^ cU . ' 3 

Pro- 
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Proinde pofito aa>^b,fix = a+'r(m-^b), eft P = miniinam; 

fi jf = «— r(fla— 3i), eft P = m^imum, 

5. 17«. Exponens differentialis ^ evanefcat (five ^ fimul evanefcat, 

fivenon). Hoc cafufitf^f^^^^rp^.dflf^^.dV-i^.d^ir^ . ^ 

^'-^_+ ^*' d3y , A»< dV , A*5 d5« . 

iViK 1.2.3 <^3 1...4 d*'»— ,..;5 djfS vexittti». 

Quare pofito, exponentem differentialem E^ non evanefcere, & foriem expo- 

nentium differentialium ^, ^, ^ . , . figno -1— nonaffici- no« nnh^ft 

SJ^ dx* d*5 ^ U-o)« °^^^ch non poteft 

fimul efle ^Y > ^P' 1 ^'^ < JltP r> ■ a 

umm eiie .^.^ ^ ,^.^ yel .^.^;^ .^.p Promde curva non poteft efle ad 

utramque punfti M partem ^^^^^^; fed punftum JSf concavum & convexum 
curvae arcum invicem feparat , feu eft punftum flexus contraiii curvae, 

Quodfi autem fimul «t g = o, ^^ = o, d!| » «: ut curva fit verfus 

**®°* Mnvexa' debetefle ^ poSS^' &proinde, utfonaioPfiatomnium 

maxima , , d^y negativa 

mimma ' ^^^^ «"« ^ pofitiva • 

ExmpUm primum. Sit y = xx(a-^x) 

% = <2«-3^) 

. dx» *^ ** 

^ fit zero. fi ^^« » ^, feu /j|,. Tum vera 

ddy . 
v4 = + aa 

d^ — ^ 



Sit 
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Sitautem ^5|.= o, & proinde *=|«; huic abfciflae refpondet punftum 

flexus contrarii. Vide fig. 47. qua delineatur ctfrfus curvtet cujus aequatio 
eft y c= xx{a—x). * 

Exemplum fetundum* Sit y = «^(a-jc) 

ddy _ 



dx^ 



s= 6jf(a-ax) 



Proinde abfciffae i = o refpondet punftum flexus contrarii ; & abfcilfe |a re^ 
fpondet maximuni. 

Sit autem ?$ = o: erunt ^e* /^^, ^^^+^"*; quare iterum abfciflis |a 

cbc* a** clJf •— oa 

refpondet punftum flexus contrarii. 

In figura 48. delineatur curfus curvae, cujus sequatio ^ft y=3x^(a-x). 
S.:73. Simuirmt^ = „0 = o,0.. 

-. .. N'M' — A*« d5« Ajc* d*V-rAJe' d^u ' r «i. *.•- 

Proinde pofito: exponentem differentialeni ^ uon evan^fcere , & reriem' ex- 
ponentium differentialium ^ , _|. , — ^ . , , faftorem impoflibflem ^ > non 
comprehendere; nequit pro omnibus utut parvis mutationis l^x valoribus flmul 

effe ^jfp^ ^jf/fp cafu concavitatis, &.ijyip< i-.Tp cafuconcavitatis: quare 

boccafu punftum M eft punftum flexus contnrriL ' ' ' ' 

li Sint 
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Si». .«tem toul ^ - o. 0.O. ^-o,0-o.^ = . 

ut funftio , fiat omnium «"^.^«"^ debet efle p, '''^'^\ 
•^ mmima cU^ pofitivus 



t • • • « 



§. 174. Porra omnes exponentes differentiales r~ . ». i-^ fimul wanefcant; 
Proinde ^ non cvanefcente, nou poteft fimul efle ,^ > , f^ vel 



^ ^ <j ^ ^ ; auare rurfus iK eft punftum flexus contrarii. 
Sint autem ^ « o» ^ - o. . . . j^ = o: quoniam eft 

,y s tf . « .+ Z— -.T-^+ — .T-T + . • . » J ut tf nat ommum . . , depet 
'y « **,''^i„.a dx*~i...9 d«* ' muuma 

-. d8y negativus 
•*^^ ai«'' pofitivus 

5. 175. Ex his fatis fupcrque Bquet metiiodus adhibenda » tam ut JJf^^ 
fUnftiouis P (fuppofitionibus coufentauea&)» quam ut punfta flexus contrarii, fi 
qu3& occununt» determinentur. Et fimut patet» eiim efle utriusque hujus cur- 
varum feu fun6lionum fymptomatis nexum mutuum,^ ut funftiones abuno ad 
«Iterum transeahts &» nna deficiente» alterum in locum ejus fuccedat. 

Generatim igjitur regula haec eft« Si m ferie exponentium differentialium 

^ ^ ^^ ^ , , . z^ ijropar horum exponentium numerus» a prima inde or* 
3? d^* d^* d^"* 

d^undo^ continue evanefcit fa6la xsa^ expoaens autem par immediate fequens. 

« ^_ ■ 

iKia fimul evanefcit; fuuftio propofiu omnium "'f^^ eft, prouti exponens hlc 



oar non evanefcens eft ^^P"^^. Quodfi vero, ^^ evanefcente vel non eva- 
^ pofitivns dx 

nefcente pofito x^o, impar exponentium difTerentialium» qui illum fequuntur«^ 
numerus fimul evanefcit, dum exponens difTerentialis fequens non evanefcifc 
fimul ; abfciflae x = a refpondet punftum fiexus contrarii. 



dP 
dx 



jc«Q; abfciflae x sa o 



refpondet 



Hinc pofito m numero integro pofitivo , fi fit 

• 

maxunum ^^^ punftum flexus contrarii, prouti iii impar eft aut par. 



nununum 



lo. Sit ^ = xVB^iq^ 
dx 



- ddP 

d^P 
dx^ 

d^/ 
d^ 






= x^ntn^qr 



d^-^P 
dx^^ 

d^^P 

djc^m 






QsM-i 



Cafii igitur, quo m eft impar, nu- 
merus impar exponentium difTerentia'* 
lium fucceflivorum evanefcit fefto 
*=3o, dum exponens differentialis fe- 
quens non evanefcit: proinde funftio 

P eft °^*.^, 
mimma 



a». Sit ~ = **"Q 



EritddiP 
A}P 



daM-i p 



« JC«m-l4i' 



jcam-aQ* 
jC^mraQ* 



s j^SQaM-oi 
s jc*Q«M-tt 
-a jpQaMH 



daM+lp 



= Q^M. 



djf^Wn+I 

iSed cafu , quo m eft par, nwnerus 
par exponentium difierentialium fuccef- 
fivorum evanefcit fa£to x=s o, dum ex- 
ponens diflerentialis fequens non eva« 
nefcit : abfclflae igitur « a o refpondet 
pun£hun flexus contrarii. 



i% 



§• 17«^- 



f 



% 176. Ex aequationlbtis: 
■5^ = Q fequitur v 



ddP 



= f =» Cx+C' 



5^=0 j = JLc^;efCx+C 



?^ = o y = -I—CxH-^Cxx-H^^x+cr 



dje'^ 



I>2.3 i>2 






Proinde aequatio curvae, jninimam ^^^^^^^^^ habentis, ab aequatione lineae 
reftae axi parallelae , vel ab aequationibus ordinis paris parabolarum ^ quibus y 
per potentias integras abfciffae x exprimitur^ eo minus differt^ quo propius 
punfta curvae ad ,^^^^^^5 punftum curvae accedunt. Et aequatio curvae, pun- 
ftum flexus contrarii habentis, ab aequatione lineae reftae (axi parallelae aut 
obliquae) vel ab aequationibus ordinis imparis parabolarum, quibus y p^ po- 
teftates integras ipfms x exprimitur, eo minus differt^ quo propius punfta cur* 
vae ad flexus contrarii punfturix accedunt. 

§• 177- Qui fymptomata inter curvarum , quibus flexus contrarii prnifta 
Tnaximas 

aut minimas or<^atas, admittunt, intercedit nexus mutuus» fequenti etiam 
obfervatione iUuilratun 

Quaecunque de JJJfjJJJJJJ^ funftiom^s P dicuntur, vera funt de exponentc dif- 
ferentiali , quando flexus contrarii punftum exiftit. Proinde flexus. cputrarii 
detenninatia reducitur ad determinationem Jj^f^^i^ cxponentis differentialis 

feu funftionis J- .. Atqui (angulo coordinatarum pofito refto) -Jf tangens eft 

trigonometrica anguli, quem refta curvam contingens facit cum axe. Itaque 
in flexus contrarii punfto tangens haec trigonometrica onmiumL ^^^j^ eft; 

proui4e etiam angulus ipfe fit ofluuuai ^^^^ 



Wtfy 



Propofitia haec geometrice fic ftabilitun Sit AIUM' cunra ab A inde Fig-46. 
nsqne ad M verfus axem concava , & ab ilf inde usque ad M* verfus axem con- 
vexC; ita ut M fit punftum flexus contrarii. Ex M, M\'M punftis agantur ^ 



il V, 



reftae tangentes, quae axi in T, r, Tpunftis occurrant; & tangens iHrtan- 
gentibus M^T^y 'M'T in ^'&'/ punftis occurrat. Cafu lioc in triangulis TT^t^ 
T'T't angulus T fitinternus, & minor angulis externis oppofitis T\ 'T. Cafu 
autem, quo curva eft abytf verfus Jlf convexa, & ab ilf verfus M' concava, in 
ilsdem triangulis angulus T fit externus, & major angulis internis oppofitis 
T\ *X Tandemque cafu , quo exponens diff erentialis ^ evanefcit ,. feu tangens 

curvae in flexus contrarii punfto axi eft parallela; anguli, quos tangentes, per 
punfta ex utraque flexus contrarii parte fita duftse , cum axe ad easdem ejus 
partes faciunt , fimul funt acuti , & continue ad evanefcentiam accedunt.. 

Cafu , quo tam funftio P, quam exponentes differentiales fucceffivi JL , 

ddv d^f/ 

djc^' d^ ' " • ^^^ impoflibilis feu infiniti non afficiuntur, expofito; ad fun-. 

ftionesprogredior, quae figno huic anfam praebent. 

5. I7S. Et primum quidem, fi fit P=(px+ ^*^ ; fafto x = a, figni 

?^ introduftione docemur, funftionem P fieri impoffibilem* Hoc quippe cafu 
curva afymptotum habet abfciff0& x=ia refpondentem , & of dinata punfto huic 
refpondens eft impoffibilis. ( Cap. IX.) Exponentes differentiales fucceffivi 

4^, ^"^!, ft ^ ^ • . tmpoffibilitatis fymbolis ■ / ^ , L_ , _1_,._ 

dx dx^' dx^ ^ ^ (A;-fl)n+i' {^K-a)^+^ (jf-fl)n+3 

fucceffive etiam afficiuntur : quibus monemur , contradiftorium effe de maximis 
ac minimis , de concavitate aut convexitate curvae in punfto impoffibili disqui-» 
rere» Omnes curvae afymptoticfe, 'duiri propius propiusque ad afymptotum ac- 
cedunt, ad eum tendunt ffaturii,' ut tangentes earum fiant afymptoto parallete; 
& curvatura ipfarum continue ad evanefcentiam tendit, quam tamen nunquam 
affequitur. 

§. 179. JHifib hoo cafu,. ad eos transeo, quibus funftio P quidem impofli-^ 
. bilis fignum ^ non involvit, fed exponentes ejus differentiales illo afficiuntur. 

iia ut 



a.. 



I 

f 



» 



/ 
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Ut hoc eveniat, fiinftio P faftorem (x^ay feu (a-jc)» contrnere debet, 
eujus exponens n efl: numerus pofitivus non integer; & magnitudo hujus ex« 
ponentis determinat ordinem exponentis diiFerentialis , qui prjmus impoffibiiis 
iignum involvet. 

Exempla. Sit •• fraftio vera, feu »^?: exponens ^ cafu x = a affi- 

<3^ d* 

cietur figno impoffibilis — -: quo docemur: tangentem per pun6hun curv», 

quod abfciflas x = a refpondet, duftam fieri reftis axi ordinatim applicatis pand^ 
lelam, feu tangentem hanc axl efle perpendicularem. 

Sit « fraftio fpuria , & quidem n \: tum exponens difTerentialis ^-^ 
impoffibilis figno — primus afficitur, 

Sit n^^: exponens diffierentialis -^ ille efl:, qui impoffibilis figno — 
primus afficitur, 

Univerfim fit »^^,j[^: «rit exponens differentialis ^^is, qui impoffibi- 
lis figno -^ primus afficitur. 

§• i8o. Ut, quse ad cafum hunc pertinent, eo diflinftius tradam: a ca* 
fibus ordiar fimpliciffimis , iis nempe , quibus y = x^^ feu a curvis parabolicis 
aequatione hac defignatis« 

Et primo quidem fit n numerus fra6his verus L , ad fimpUciflimos redafttis 

terminos , feu cujus termini p & q diviforem communem non habent ( quod 
poftea femper fupponetur). 

Tres occurrunt diftinguendi cafus. Potefl: quippe fraftionis -^ terminus 

unus efle par» quo cafu alter erit impar; & tum par erit vel numerator /r, vel 
denominator 9 : vel uterque termmus f , q poteft efle impan 

J^imuf cafus. Sit p numerus par, q impar, 

p 
Funftionis y^ idem eft valor, fcu x fiat negativa, feupofitiva: proinde dua- 

biis abfciffis sequalibus, quarum una pofitiva, altera negativa cft, duae refpon- 

dent 



2S$ 

dent ordinatas aequales pofitivae ; ideoque curva duobus conllat ramis invicem 
congruentibus ad easdem axis partes » fed ad diverlas vertids partos iitis. 
Quoniam . y =3 ;?«»; 

funt ^ = + »x«r-i = +«~ 
djf **^ 



= ^«.i-» 






djf» 
d^ 



ss—-fl« !-••»•. 3- 



CU^ Jf4-n 



Proinde, quamdiu jc non eft zero^ curva verfus axem concavafeft, propter 
z^ = — ••. I -»-^* & quoniam y=3xo; quomajor eftx, five pofitiva, five ne- 
gativa, eo major eft y: ideoque fafta x = o, y=o eft omnium minima. 

Faftis x=so, y=30, eft -p = oJ pfoinde conmiunis duorum ramonim tan- 
gens in vertice eft axi perpendicularis» feu reftis axi ordinatim applicatis pa« 
rallela. 

Duo igitiir rami cufpidem ad verticem formant» plus minusve acutam tum 
pro vario exponente i», tum & pro varia parametro,, quafit y^pi-^x^. 

Figura 49. I®. fiftit curvam» cujus aequatio eft y = jc^; & fig. 49.' 2®, cur- 
vam, cujus aequatio eft jf = *^* 

Cafui fecundus. Sit p numerus impar» q pan 

Hoc cafu X non poteft efle negativa» Et quoniam y = *^ ; ob g^ numerufli 
parem^ eidem abfcifia& duafr refpondent ordinata^ aequales» una pofitiva^ altera 
negativa : unde curva duobus conftat ramis invicem congruentibus, ad diverfas 
axis partes, fed ad easdem verticis partes fitis<. Gafu hoc ordinata zero, ab« 
fdi&e zero refpondens y minor eft reftis axi ordinatira applicatis in reglone or<« 
dinatarum pofitivarum fitis; major autem in calculo algebraico cenfetur appli* 
catis in jregione ordinatarum negativarum fitis; itaque ordinata haec lieque ma-^ 



\ 
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\ 

« 



i'- 



J 
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xima neque minima judlcatur- Sed abfcina zero minor eft abfcinis pofftivis;* 
ideoque hoc cafu datur minimum abfcinamm, fed nujlum JJIIfi^™"^ ordinata- 
rum. Porro refta curvam in vertice contingens parallela eft reftis axi ordina- 
tim applicatis. 
Quoniam y= + a» : funt ^ =2 + -«--L. 

ax Xl~n 

£Jf = x n.%-n—. Proinde ramus ad partes or- 

dinatarum poiitivarum fitus verfus axem concavus eft ; fed ramus ad partes or- 

dinatarum negativarum jacens verfus axem.convexus eft, quatenus ad easdem 

^ . . ^ p ^ ri-t • r j. unus concavus „^^f„« 

cum pnore axis partes refertur j feu hi duo rami funt ^^^^^ convexus ^^^^^ 

easdem partes cujusvis reftae axi parallelae, Vertex ideo fpeftari poflet tan- 

quam punftum flexus contrarii , quatenus curva ad re&stm axi parallelara refer- 

tur. Sed cum duo rami fimillter fleftantur v-erfus reftam axi perpendicularem ; 

V. gr. verfus reftam , quae curvam in vertice tangit : ufu receptum hoc cafu non 

maximi 
eft, v^rticem flexus contrarii punftum vocare; fed potius vertex ut jj^Qij^; 

punftum, quod ad abfciflas , fpeftatun 



Fig. 50. o* curvam exhibet, cujus aequatio eft y "^ 7 ♦ 

2 * ^j^lO 



Ad hanc claflem pertinet parabola conica, cujus aequatio eft ^ = Jf^. 

Cafus Urtius. Numeri/^, q ambo fint impar^s, 

Hoc cafu abfciflis aequalibus P^^^^Y^^ ygfpQjjdent ordinatae aequates etiam 
neeativL* ^urva igitur duobus conftat ramis invicem aequalibus, ad diverfas 
tam axis quam verticis partes fitis ; ideoque ordinata vertici refpondens nec ma- 
xima nec minima eft cenfenda« 

Quoniam ^ = ai>, J^ = » J_; proinde refta curvam in vertice contingens 
parallela eft reftis axi ordinatim applicatis, 

Porro ^=3 — «•i-n— ; & quoniam numeri^ & q ambo funt hnpares, 
etiam fraftionis 2— n ambo termini impares funt. Proinde fumta x pofitiva, 
^ eft negativa; ideoque curva verfus axem concava eft: fnmta.autem x ne- 

gativa, 



«57 



ddy 



gativa, -i- pariter negativa eft, proinde -^ fit pofitiva: quare in regione or- 



jfS^n 



dinatarum negativarum curva eft convexa , quatenus easdem cum ramo priore 
partes axis refpicit, feu quatenus refertur ad reftam aliquam axi parallelam. 
Proinde hoc cafu vertex curvae eft punftum flexus contrarii. 

delineantur duftus curvarum, quarum sequationes funt 



Figurissi. N. 



I. 

2. 



Tam fit n fraftio fguria feu major unitate. Cafus hic ad praecedentem fem- 
per reducitur. Cum enim fit n fraftio fpuria, — eft fraftio vera: atqui quo- 

niam y = «»", eft y" = jc: proinde, permutatis ordinatis, feujcurva ad tangen* 
tem per verticem duftam tanquam axem relata, cafus hic ad priorem reducitur, 

Exempla. Sit y = ^^ : erit x =: y^ 

§• 181. Enodato cafu hoc fmipliciffimo, facilior erit discuffio ceterorum 
cafuum, quibus aequatio propofita magis compofita eft. 

Sit nempe y = ^x*x^^ n denptante numerum fraftuin , & ^ funftionem 
variabilis x, quae fafta j^ =2 q non evanefcit, 

Erunt -7^ = ^^ .X» 

dv dx . -. ' 



ddy ^ d*(px 



.x" 



dx^ 

+ zn.^xr^i 
+ n.n^i^x^x^i 



dV 
d^ 



d*3 



.X» 



^ ^ d*» 

dx 



Kk 



d*^ 







I 



358. 



dJC 



P. Sit « numeras fraftus vcrus; erit ^ = ^.x« 

dv djc 



+ IKPX-L.. Proinde hoc cafu. 



dy 



fafta « =s o, fit 51? =a «p*. JL; feu tangens ad verticem parallela eft reftis axi 

ordinatim applicatis. , 

Tum quo minor eft x, co minus aequatio difFerentialis curvae diifert ab 

sequatione -^ = iiAjf . JL.: & quoniam ^x non involvit faftorem x, funftio haec 

dx xi-n 

formam habet -rf + jBj? + Cjc^ + Dx^ + . . .; & imminuta x limes ejus eft A. 
Proinde aequatio differentialis ^ = n^x^. JL propius femper propiusque acce- 

dit ad aequationein differentialem parabolicam -/ = nAJ~\ & curva ipfa ad 

parabolam, cujus asquatio eft y :=x.Ax^: ideoque, fafta x = o, y ndnima eft, fi 
n (it numerus fraftus, cujus numerator eft par; y nec maxima nec minima eft, 
fi n fit numerus fraftus, cujus denominator eft par. Denique abfcif&e x = o 
refpondet punftum flexus contrarii, fi n fit numerus fraftus, cujus tam nume- 
rator quam denominator funt nimieri impares. 

n". Sit n numerus fraftus fpurius ^ l, 

dx dx 

m 

Fa6bi 



J 



^59 



dy-«. 



Fa£la x=:o, eil ^ = o; proinde re^ia curvam in vertice contingens parallela 
eftaxi. Porro^^^A» 

ax 

Igitur, imminuta x, exponens difFerentialis fecui^di ordinis — | propius 
fem.per propiusque accedit ad hunc valorem, ut fit — ^- s= «•»- i^jpr^» 

n . » - 1 (-^+ J9j(? + Ca * + Z}^3 ^ , ^ ^) ^ JL'* & proinde aequatiq curvas propius fem- 
pqr propiusque "kccedit ad aequationem . parabolas , cujus aequatio difTerentialis 

* • 

fecundi ordinis eft n.«-i,-^. 

i«.sit»=n-^^=^-H±ai±i 

- I ^ ag 

li 



2/? + 2?+I 



; prolnde forma haec reducitur ad pri^ 



mum cafum (§, i8o.), atqu^ x onmi^m. 



maxima 
minima 



fit. 



2-. Sit »= i + -^=£P±?^. l=:,-^f±4^; igitur (§. i8a caf. 3.) 

2q+X , 2?+I « 2p+2y+I ^ . 

abfciflae jf =2 o refpondet punftum flexus contirarii. 

3°. Sit » = i + M±I=3P±!?±i, i.=_£2±I_; igitur (§. 180, can a.) 

aq + t aq+l n ^p+zq+z' ^ ^-^ 

abfciir» * = o refpondet *n?^i'^^™ ordinatae y. 

'^ minunum ' 

np. Sit » numerus fraftus fpurius ^*. 
Hinc ^==^.xn 

Ady __ d'(p* 



dx» djf' 



.«« 



djf. 



Rk2 



d^y 



"-u*- 



iAAl 



26o 



dx 

' I 

Proinde, imminut^ x^ ^«j;gonens difTerentialis ^^ propius femper propius^ue 

ad valorem ii.fi-i.«-2/^^ accedit: ideoque cafus hic reducitur ad contem- 
plationem curvae parabolicae, cujus aequatio eft y == x«. 

lo. Sit n = 2+^= 4?+ap+a^ 2 ^ .Hi±^ : unde (§. i86. ca£ x) 

fafta X = o, y eft omnium JJ?^a. 

.23 3^ « 43+af+i '"*''' ' 

<. o n. • «- maxima 

fafta jf = o, * eft ommum ^jnima - 

3". Sit «-2+?4i=45^±3, ^=-^4-: unde (§. 180. caf. 3O 
abfciffae * = o refpondet purjftxim flexus contfariL 

. IV. Sit » numerus fra6his 'Z? 

<;4 

d*y _ dV „0 

+ 4«-j^-*"-' 

f 

djc* 
^ ^ dx 



+ n • • • II « ci A jf — # 



itialis - 

d** 



cedit 



o* 



■M^. -- * — ■ 



26l 



Gedit ad exponentem difFerentialem quafti gradus parabol», nempe 

^9 jcn-4 / _ 



djc4 



.... Sit.- 3 + ,-^ = «-i^. i = ^^^; proinde .bfdffie 
* =o refpondet punftura flexus contrarii (§. i8o, caf. 3.). 

^' ; proinde abfciflk 



- -- n 6sf+aj» + i 



jf = eft omnium ™S!!"* (§. 180. caf. i.). 

mimma ^•^ ' 

3.. su .=3+|±i = ^-i±f±i. i =. ^,^-t£_,' p,«i«d, .bfciffi. 



jir = o refpoi}det ordinata omnium 



maxima 
minima' 



V:Sit«>4: erit^ = ^.;«- 



+ 5« 



d^(px 
djs* 



.*««-x 



+ io».fi-i-=-^.Je""* 

+ io».i»-i.fi-a— ^.jf»-3 

+ 5«....B-3_^.jfii-4 

Proinde, imminuta x., aequatio curvae per .exponentem difTerentialem =f£ de- 
terminata propius femper propiusque accedit ad i^ =3 »...«1.4^^, 



2p 



1«. Sit» = 4+-fC-=82±aH:i, l=t-4idbl_,. abfciffe^rzore- 
fpondet ordinata y omnium "^^"»* 



mmmia 



2? 



25 oj « 8j+af+i 

maxima 
minima' Kk 3 



; xso eflomnium ^ 



3S Sit 



29+1 ^ aj+i « 8?+ 2/7+ 5' 
fpondet punftum flexus contrarii, * 

Ab exempjis his facilis eft tranfitus ad regulam generaiem, qua curvarum 
aequatione y = <px.x^ definitarum fymptomata cafu x=o determinantur. 

lO. Si « = 2m+ -i£- ^Af^^^^m+ap ^ !_ ■ ag+i y niinima eft cafu 

aj+i 2q+i n ^qm+ztn+^p * = o. 

^ . Si » = 2«f+.^£^ — =^^ a:: — , -^= r-^^-; j^=o mmimaeft. 

rsG c; « -. ^^a. 2/+i_4?^+2w+2;+i i _ aq+i , . .^ 

3^ J>i fi=:2w+-i_-=T — , «-=-. — ^_^ i abfciffaeJc=o 

23+1 25+1 . » 4JW+2W+2//+I • 

refpondet punftum flexus contrarii. 

4^ Si n^2m+ 1 +-^:r =^^+"^^?+^^', '-■^ > ^^^ ^u 

25+1 25+1 » 4?W+2W+2J+2/+i ' 

fciffae of = o refpondet punftum flexus contrariL 

) • • • 

S • ol»=2wi+I + -^^ — =5-2^ — ~ *-— — , — = tl ^. aKfp;/ni 

jc = b mininia eft. "* 

25hri -25+1 II 45fw+2m+23+2f+2' 

y minima eft cafu jk? = o. 

Eadem ratiocinia applicantur funftionibus y = <p'x + (px.x^^ in quibus n 
eft humerus fraftus pofitivus; &l (p'x, tpx fuuftiones funt variabilis x non 
evanefcentes cafu j: = o. Quoniam autem fingulare hoc funftionum genus in 
mathefi inprimis applicata quam rariflime occurrit; fuMciat generale, ad quod 
exigi debent, principium expofuiffe. 

Huc usque tradita variis exemplk illuftrabo. 

§. i8a. Exemptumi. Sit P = >^(<i«+*;f) — -^jc 

q 

dP _ X 
dx Vaa+xx 



r 







ddP I XX i aa 

= + 



dx^ yaa+xx 7~^ TT 71* 

(aa+xxy Caa+xxy 



Fafto 



* — 



a6a 



Faao ^-o, eftxx«g(«H^). **«X 



Uf proUema poffibUe fit; oportet. fit 2>f : & fafto x=a. _£— Peft 
omnium minima . propter ^. femper pofitivum. * ^ 



Extmplwfn a. 



Sit P « A" 
log.P = *log.* 

^4 =log.x+r 



4^.1=1 (propter^^=o). * 

Faao log.x+i=o, eft log.^=— i , feu jf=3ri = -; P^Q-J=y^^. 

Sit P«fin,"Jfrm.«{<p-Ar) ^ 

log. P s= w log.fm.j(f + » log.fin. ((p - ^) 

rl. i =s fwcot.Jc-»c6t. ((p-x) 
ddP I 



Excfnphm 3, 



±.lsz'^m cofec.2Ar - |fi cofec.(ij^ - 2Jc). 



Proinde P maximum eft. quandoi»cot.jc«iicdt,(f-x)j unde fin,(ajf-t)»j^fm.<p. 

Exmptum/i. Sit P «tang.wjftang.n^^p-x) 

log. P = « log.tang. jc,-f » log,tang. (? " x) 

i- . £ = « cofec. ic - « cofec. (fP - -^^) 
dx P 

~z!. 1 ss. • i9f cot. AT cofecjc -i 11 cofec.C<p - a?) cot. (^ - x). 

Proinde fafto •ficofec.(&ss»colec.((p-Jf),^ unde tang,(|9-x)=£j^tang. J-(p; funftio 
p eft omnium maxima* 

Exemplm 4, Sit P = ^fuu^x 

Ipg. P = w log.x +» log^fin. X 

dx p X ' 

|^.^«#ifi.i-»cofec.*jr. ^ 

djf* P XX ' r pfo- 



.1 



t 



% 
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Proinde fafto — =— jccotjd = xcot igo^— ic, feu x^ — tang, igo^— jf ; P eft 

omnium maxinia. 

Exmplum 6. Sit P = fin. x fin. mx 

log.P = log.fin.Jf+log.fin.«Jir 

ll. i. = cot.Jc+«cot»M; 
d* P 

"zf . 1 = - cofec. *;<-«•» cofec. ? »»* . 
Proinde fafto cot 1 80° - a; = w cot mx , funftio P eft omnium maxima. 

Exmplum 7. Sit P = (^)", pafta x^^b, nullus eft funftionis P limes 

quod ad magnitudinem. 

log.P = f»log.(a+ij)— »log.(6+Jf) 

dP I I I 

d* P a^-x b+x 

ddP i__ iM . n 

dv»"?"" (0^35^ (H-JC)*' 
I®, Sit «=5i»: fafto a+jc =&+;«, omnes exponentes differentiales fuccef-^ 
fivi funftionis Pevanefcunt; prouti. nuUus eft funftionis hujus limes, tum quoi 
ad magnitudinem , tum quod ad parvitatem. 

■ 

a". Sit m>n: fafto J!L =, JL, eft jr^ == - vi.1 ^» * «* 

J ^+_!L_.=_JL-/'i.i^=.t._l_ x*fc^; proinde funftio i> 

(0+*)* ^CH=:;p (H-*)»^ w>' (H-*)» « ' *^ 

eftomnium minima. 

3^ Sit m<n: tum - _5!_+_!L--«— -JL__X^; proinde fun- 

(<rf *)» ^(H-Jf)* (H*)* »» 
ftio P eft omnium hiaxima. 

§. 183. Haftenus fuppofui, ftmaionem P quantitatis mutabilis x it% ex-" 

primi per hanc quantitatem , ut ftmflio haec fola fit in uno gequationis membro, 

neque alterum ingrediatur. Fleri autem etiam poteft, ut cognitio relationis 

funftionis hujus ad quantitatem mutabilem x ab asquationis alicujus folutione 

pendeat, quo cafu funftio Pfit multiformis. 

Cafus 
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Cafus hujus difficultas nnice refertxir ad impafedum aeqtiadoiram doftri. 
nae ftatum. Etenim ii folutio aequationum in promtu eflet: reduAa aequatione, 
a qua flindionis P9c quantitatis x rdatio mutua pendet; radice^ ejus totidem 
exhiberent funftionis P per variabUen* x exprefGones, & ^2°^ ejus va- 
lorum determinatio reduce^etur.ad totidem funfUones uniformes, quot aequa- 
tio propofita habet radices, Hinc fbnffiones biformes, quae ab aequatione fe- 
cundi gradus pendent, facile reducuntur ad duas funftiones uniformes. 

Argumentum hoc exemplis quibusdam aptiflime declaral)itur. 
Exemplum i. Sit y funftio triformis ipfius jc, quae exprimatur aequatione 
y5-.pjcy+jf3 = o; & quaeratur valor omnium JJ^^ug funCtioiiisy, 

Quoniam y^ -^ pioi •{■ x^ = o; 

ovy^— l»*-i^-.jy+3jfx=5o: fafto -/=ao, erit/y = 3*x, &y=?ff. Valor 
. &x ■ OlX ax . " ^ -t p 

hic ia aequatione. propofita fubliituatur: |fiet 22f««.3x's3o, zix^^i^p^x''. 



o 3 . « - 3 



hlnc ■ ycx = pxTT^ , X = y^-^ , y = i^^^^ 
Quoniam ^yy^—px^ =j»y— 3*»: fafto ^ = o>' 

eft syy^ -P^T%=» - 6x; aequatio identica , faftls * = o. 



d*» "^ Ax* 
d3y 



'^^d']^ 
T-|- = +— ; quare y = o eft omnium minima. 

QX V 

^ _ ^ 3 

Sit autem * " ^f^; tum S|(|fip>^a-|pp3^a)=-2i»>^a 

^ = ^^^4 , ddy 3 .. . ' 

fevi ^ =— — ; promde cafu hoc y 

eft omniam maxima. 

tlxemplum 2. Sit y* — /\a*xy +** a= ; 

itaque 4^^^ -40»;^^ -40*^+4*3 = ©: fafto ^ « , eft y » ^. 

ax (XX QX' a* • , 

Ll ^ Hinc 



1 
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.8 



.3Jc4 = o, 3c4(^.3)=o, Jc4(x«.3aft)-o, ^^(x^+ii^rsXaf^.^^^j^^^^ 

4 4 

**(«*+a*}^3)(jf*+«i>^3)(a«-«a>^3) = o; cujus aequationes radices reales funt 



L-«r3 L--«>^*7 



Qaoniam y^^ 



d9_ 



o«jc^ .= a»y-x3 : pofito ^ = o . fit 



ddy _ 9 ddy ^ _ 



dx* 



dx* 



^xx. 



Fiaty = +ay"a7: erit aa^T^^xS^ =3 —za^Vy, proinde y eft maxima. 



dx 
Fiat y =— fly^a?: erit -AaSjr^xi^ = — ^a^y"^; igititt y eft minima. 

Ex his exemplis fequitur regula generalis. Differentietxir sequatio propo- 

fita; fefto ^ = o, inde eliciatur (quoad fieri poteft) yalor ipfius y per x ex- 

d* 

preffae, qui in «quatione proppfita fubftituatur. JEquatione hac redufta, no- 
tentur valores ipfius x inde eruti, & qui illis refpondent valores ipfius y, qui 
e;dubebunt ^JJJJJJJJJJ^» fi q^iod locum habet Quod ut definiatur: ex sequa- 

tione differentiali eliciatur exponens difTerentialis ^ ( omiffis in altera diiSe^ 

rentiatione terminis exponente differentiali ^r^-^o affeftis); ex quo, fubftitutis 
ipfarum « & y valoribus inventis, dijudicabitur (fi non evanefcat) : utrumvalo^ 

maxhnum refDondeat? Ouodfi fluff^m PTnnnPn?: Hiffprpnl-5oi;o ^4^ 

mmimum 



ribus inventis ttlHT^t^*^* refpondeat? Quodfi autem exponens differentialis 



dx* 



evanefcit; recurrendum eft ad exponentes differentiales ulteriorum ordinum. 

Hincpatet: quantopere methodus haec ab aequationum folutione pendeat; 
& proinde quot difiicultatibus poffit cafibus , praefertim cojnplexis, effe ob*« 
noxia. . 

§• i84; Methodus huc usque tradita funftionum alicujus quantitatis mu-' 

tabilis JJ^^ima ^eterminandi omnium eft univerfaliflima. Occurrunt tamen ca- 

fus, quibus alium tenere modum minus algebraicum praeftat, &quiin matheii 

praecipue applicata felici fucceffu firequenter ufurpatur. 

Meth(H 



h 
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Methodus hasc iequenti nititur principio. Si fun6tio quantitatis allcujus 



mutabilis 



maxima 



fit pro dato quodam variabilis x valore a; duo eiusdem fun« 

murnna ^ ^ » j 

ftionls valores invicem aequales aflignari polTuiit, quorum unus majori^ alter 

minori quantitatis mutabilis x valori refpondet. 

Principium hoc apprime declarat theoria curvarum atque ordinatarum 
maximarum 
sninimarum * 

Pruno tangens curvae, per extremum ordinatae omnium ^f^,^ dufta, fit 
axi parallela; tangens haec a pundo contaftus inde, motu fibi parallelo , aut axi 
propius admoveatur , aut ab ipfo recedat , prouti ciurva eft verfus axem ^Q^y^xa ' 
ita tangens haec curvae ex utraque ordinatae omnium ^^^^H!^ parte occurret: 
ordinatisque aequalibus a pun£lis occurfus duftis aequales refpondent fun6tio« 
nis, perordinatas curvae defignatae, valores. Sit dein tangens curvae, per ex- 

tremum ordinatae ^?^^^^ dutta , ordinatis parallela ; quoniam curva duobus 

. inmimae * 

conftat ramis in hoc punfto fe invicem contingetttibus , & ad easdem axis 
partes fitis; redra per hoc punttum axi parallela, & motu fibi parallelo progreila 
a punfto illo inde verfus partes, ad quas curva jacet^ utrique etiam ramo oc-« 
curret; & punftis occurfus du» refpondebunt ordinatae invicem aequales, feu 
duo fun6tionis ordinatis curvae proportionalis' valores invicem aequales. 

Applicationem principii hujus exem^ aliquot illuftrabo, a fimpliciflimis 
ordiendo. 

Exemphm i. Sit jfS re^a in punfto Z in dtias partes fic dividenda, ut 
reftangulum AZ x ZB fit omnium maximum. 

Sint X & X' duo punfta ad utramque pun6ti Z partem fitai qiiibus re^ 
fpondeant reftengula jfXxXB, AXxX^B invicem aequalia. 
Quoniam AXxXB^JiX^xJtB: eft AX.AX^ ^ X^B : XB 

hinc AX : JC^ ^ XS.XX' 
et AX = JtB 

« 

imde lim. AX « lim. X^B. 

^ m 

Atqui pofito femper effe AZ>JXy BZ>X^B; ]ixa.AXsAZ, & lim,jr'5=52; 
proinde ^2;= iJ2i * 



ftg'S^ 



U2 



Exenh 



• f 



LSI. 



aiCi 
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Exen^Hon feeundum, Saiiuna quadratorum j^Z^ BZ debeat eife omniuia 

minima. 

Sit. jiX*+BX* ^'JX^^ + BJt*; hinc 

X2t(jiJt-irJX) « XX^iBX+BX') , 
jiX^+yiX-^ BX+BX' 

2^X+XX!= zBX^+XX* 
^X = _BX' 

hm.AX = lim.B^; hoc eft AZ^BZ. 

Eftemphm tertium. Oporteat, fit ^Z^ x ^BZa =s maximum. 

Sit AX«^y.BX^ =z AX^^^y.BX" 

Erit AX«^:AX'^ =:. SX", BX^ 

AX"^ : A^^~AX«^ «= BX"" : BX^^-BX'"' 
AXo^^XX^AX^^^i+AX^^^s^.AX^ 4X'«^.AX^ +....+ AX. AX^^-H-AX^»-!) 
e= BX^:XX'{BX^i-\-BX^. BX''\'BX^.BX'^+....'\-BX.BX'f^BX'^i) 
unde 



Quare & limes prioris rationis aequalis eft limiti rationis pofterioris. 

Quoniam autem lim.— r= i, & lim.^— = i, pofterioris rationis limes eft 
4p : « ; & limes rationis prioris eft jAZxBZx igitur AZ : BZ = m\n. 

Exemplum quartum. Summa a X AZ^ + i X BZ^ debeat effe omnium minima. 
Sit ay.AX^'\'by.BX^ ^ ay.AX^^-Vby.BX'^; 
erit . BQBX^—BX'm) ^ a (^AX^^ ^ AX^y. 
unde b.XX'{^BX^i'\^BX^'^.BX^^'BX^-i.BX!^ + ..^.BX.BX'^-^BX!^i) 
^ ayXXXAX'ni-i+AX'«^. AX+AX'^. AX^ + .... AX\ AX^'^+JX^i) 

*ax«c.+|iV(||y+...(||'r>^K'-^^i+(S')*-^--(^r) 

».B^.:».^w.„.+-+(-)V...(gr::+||Kg)**...(||:rJ 

unde 
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unde & prioris rationis limes pofterioris rationis limiti sequsdis eft; nempe 
b.BZ^^i-.a.AZ^i^i^^i :i, feu BZ^i ; AZ«»^i-a :b» 

Exmpltm quintum. Sint A, B duo punfta pofitione data; & fit DD* cur« I1g*54* 
va fpecie ac pofitione data. Quaeritur hujus curvae punflum^Z, ad quod du« 
ftis AZf BZ reflis, fit fumma aXif^^+ftxJSZ* omnium minimar 

Sint X& X' duo punfla ad utramque punfti Z partem fita, qulbus aequales 
fummae propofitae refpondent j fcilicet a y.AX«^ b x BXP^^^a x ^x'"^-* x BX''". , 

Per Z punftum afta concipiatur refta tangens 7T*; centris ^, B\ radiis 
AX, BX' defcribantur arcus Xx', X'x, qui reftis AX', £Xin x', * occurrant J 

Quoniam a'X.AX'<^+bX.BX»=aXAX''»+bXBX''^ 

fc(BX»— BX'») = fl(^x''"— ^X*) : 
hinc b.XxCBX^i+BX«^.BX'+ BX"^ .BX'« +. • • BX'"»-0 
= a.X'*'(^X'">-i+ ^X'»-» . AX+ AX''^ . AX^ +-" AX«^^) 

ideoque rationum harum limttes pariter funt invicem aequales. Atqui X & X* 
verfus Z*punftum fimul accedentibus eft 

lim.X» : XX* = coC^ZT' ; i 
lim.XX': X**' = i : cof.^r 
q,uare lim. Xx ; Xx = col.BZT : cotAZT: node fit (ot in ezenplls antece- 
ientibos) a.AZ^i : *.5Zw-l = coUBZT* : co(.AZT, 

feu a.AZ'«^ico(.AZT+b.BZ'^icoLBZT=o. « 

Si plura fint punfta data, J,B,C,D,E..,. & quaeratur fumma omnium 
minima ay.AZ«'+by.BZ'^+exCZ'»+dxDZ'^+i'X.EZ''>.... Eriteodemmodo 
a . ^Zm-i coLAZT + b . BZ^icolBZT + e . CZ^^KolCZT + d. DZ^^icoLDZT + 
t.EZ'»^ico(.EZT+.... = o. 

Extmplumfextum. Sit Ppunftum intra ciuTam XAX' pofitione datum; per 
quod agenda fitre£la ZPZ'* quae fegmentum auferat ZAZ\ cujiis area fit omnium 
xninima. 

Sint XX', TSr' duae reftae ad utramque reftae ZZ' partem fitae, quibus Kg«55» 
aequales areae XAX', TAT' refpondeant. 

Ll 3 . Qao- 



.♦ 



\. 



X 
X 
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Quoniam X^x' = TAr'^'. fnhUto fegmedto commmu rAX\ erit 
XPr = x'pr'. Centro P, radiis Pr, PX' defcri^antur arcus Tx, X'y\ 
.Quoniam XPT « X'Fr\ feu XPT : X'Pr' = i : 

\hn.XPr : \im.X'Pr'=i i : 
fed lim.A-pr : lim.rftj = i : i 
hm.rPx : X'Py' = PZ*:PZ'* 
]im.X'Py' : X'pr' = i : i 

ergo hm.XPr : X'Pr' = P2^:PZ'\ 
Proinde area ZPZ' pofita" omnium minima, eft PZ:^PZ'. 

m 

EMemptumfeptimum. Omnibus ut prius pofitis, refta ZZ' debeat eiSe omnium 
minima. lisdem, quge in exemplo fexto, faftisj per punfta ^, Z' aftae conci- 
piantur reaae tangentes ZT, Z't: & fit rr^sXX*. 

Quoniam XX* = rr': eft J& = r'y ; 



• • 



et \vai.Xx 

Atqui ]iv[i.Xx 

lim.2jc 

lim.Xy 

Ergo llm.X^ 



>i I 



: tamg.PZT 
: PZ' 



rl<^l 



ry = I 
rx = I 

-x-'y' = PZ 

r'tf' = tang.Pz'r : i 
ry = i2rtang./^'r' : i?^'tang. 
Proinde refta ZZ pofita onyiium minima, erit PZ : PZ'=tang.PZr: tang.pz'r'. 
Exemphm oBavum. Arcus ZAZ' debeat efle omnium minimus. 

Sint arcus X4X', rAT' invicem aequales : erit ideo xr » X'r', & 
lim. Xr : x'r' « I : I. 

Atqui lim.jrr ; r« =. i : Cm.PZT 

lim.rx : X'y' = PZ : PZ' 

lim.2ry': X'r' = fm.P2f'r' : i 

. Ergo lira.^ : X'r' = PZ^m.PZ't: pz'Cm.PZT. 

^rr^nde arcu ZAZ' pofito omnium minimo, eft PZ:PZ'e:i £m.PZT: PZ*T. 

Exem- 



\ 
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Exempla h«c oftendunt, methodum pofteriorem (quatenus quantitatum, 
quae ^?'?^* reddi debent, evolutionem non requirit) priore methodo gene- 
rali pojQTe efle faciliorem ac breviorem. 

§.185. In exemplis praecedentibus relatio finita inter quantitates* inco- 
gnitas ita fuit poft differentiationem determinata , ut ipfae quantitates incognitae 
(quoad imperfefta .aequationum doftrina permittit) poiTent affignari. Transeo 
ad exempla, quibus quaeftio propofita indeterminata efle videtur, quoniam quan- 
titatiun incognitarum numerus videtur aequationum numerum fuperare : cum 
tamen quseftio propofita reapfe fit determinata , fi natura ejus attentius perpen- 
datur. Hoc quaeftionum gei|US ut facilius intelligatur, nonnuUa proponam 
exempla , a fimplicioribus ordiendo. 

Exmptum primum. Summa propofita a di videnda fit in tres partes , fic ut 
fiunma quadratorum ex iisdem faftorum fit omnium minima. 

Hoc cafu tres occurrunt quantitates incognitae ; & tamen prima fi-onte duae 
tantum proponi conditiones videntur, quarum una ad fummam datam trium 
partium refertur,- altera ad fummam omnium minimam quadratorum eanmdem. 
Quare! problema propofitum poteft videri indeterminatum : quod tamen, re ac- 
curatius perpenfa , reapfe eft dcterminatum. Etenim , parte qualibet eadem ma- 
nente , duae reliquae partes debent efle invicem aequales , ut quadratorum fumma 
(pofita unius partis conftantia) fit omnium minima. Proinde partes propofitae 
binae fumtae debent efle invicem aequales; unde tres partes debent efle invicem 
aequales. Ratiocinium hoc applicatur ad numerum quemcunque partium, in 
quas fununa data eft di videnda , ut partium quadratorum fumma fit onmium . 
minima. Transeo ad computum. 

Sit S fununa data; & fint x^ yj z partes quaefitae* 

Erit ideo x + y + « = 5 , 

XX -{- yy -{- zz :=: mimmo. Sit v quantitas quaedam mutabiliSy cujus 
mutationes pro conftantibus fumantur. 

« 

Eiit 



.♦ 
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dv ^Au dv 

* -+ ^ = o Ax A 

Hlncpofita » coidhnte ^ ^" : ideoque *?. — »5f «o, & jc-y. 

dx d« = o <i'' d" 

d« ^dif 

djg 4. ^ -. o 

Eodem modo; pofit» y dy dy . A>_*d;f_ *,„_, 

conftante, , » ^««6 ^gj;— *ai^--®» * *=*' 

dv dv f 

^+ ^ « o 
Parker, pofita « conftante, Z' " ; hinc y^— a^=o, &ys«. 

Unde tres partes quaefitae debent efle invicetn dequales. 
Sit pariter gf + x + y + »=5 

fljrj + bxx + fyy + «» e= min. 

ideoqae ^+ |+ |+ ^ = o . 

Sint y &z conftantes: erit ^+ rfl = o 

dv . dt; 

aq^ + bx^ =2 : unde aq = bx. Eodem modo bftea- 
du du 

ditur, debere efle aq^ey^ez. Proinde q + x + y + z^zS. ^^ ^^^ 

flj ^bx^ey tsez * 

elementa redueitur, & fit jrs^x-— — _— — —. 

abc+abe+ace+bu 

Sit pariter ?« + x» + ym + »«+•. .= dato 

o^fn + bx^ + ey^ + ez^ + . . ^ :=i min. 

irit 



f-^i-j 



■ * ■ • ■ 



s 



m 

Erit «g»-^|i+ ntx^^-h my^^^+ niz^-i^+ •..=«» 

dv iiv \ ov w 

I 

, Mf^^i^+bf^^i^+aiy^^^ 

^ dv dv au Qv. 

unde, omnibus quantitatibus mutabilibus praeter q&x pofitisjconftantibuspfiimfc 

Aa dx a^'"^ dx 

»,jm-i^+ wx"«_ =i o; quare f— =— ^- ^ 

^ dt; di; . 9^1 dq 

^ dt; . di; ■ . ^. bx^^ dj 



_ _ '. iwn ii-in n^t» 

feu >CaX^ = >^6x»=a ?^rXy = ?^>X»,. . . • 

Exemplum fecundui^ Sit g+Jf+y+» . i . :i= dato = S 



.i» . ,• . r r 



. » i ' -; fi J. . I .; 






' ' . . ' ' , ' qxyz . . .• . . '. = max. 

Igitur-^-j + x + y+z+.,.= S 
^^S*9 + log.Jp + log.y + log.z+ . •. . = xnar. 

Hinc^ .:i-^ +^ +# +».. = ., 
dt; dv ^ do av ' ' 

' dv q av x dv y Av z ' " ^ 

Pofitis omnibus qiiantitatibus conftantibus, praeterJiBas 5, *j fiunt 
dq dx ^ '' -^ > V 

• dv dir s . - unde i-sa 1. fetr.fsxrquare f 3? *=»=»...• 
' d? I . dx I _ ^^ 3 * 

dv q dv X 

Sieffet j+jf+y+»+ ...= dato 

5« . ;c« . y* • «• . . . . = max. , feu wflog. jrf»log.x+rlog.y+/log.«+ • • • =^ 

forent^? + '^ +^ +^+,...=o . . , ^ , '^ 
dt^ di; di; di; . . 

nfi5.L+n^.l+r^.l+s^.l+. . . - = o. HinC, ominibus quantitati- 

dv q dv X dv y dv z 

biis praeter q&x ^fitis conftantibus,^ fiunt 

Mm^ di^ 



t ^ ' 



4 » 
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dv dv 

m^.l+n^.l =x origh^at «.-iiiv.ij' & proijidew.irrii.iisr.ist/. J . 
dt; 4f dt; X 5 x ■ J >* ' y « 

unde'res ad calculum vulgarem' 9^ + * + y + * + • • • == 5 
reducitur per aequationes „ m.i =0.^ =;r..i = /.i . . . . 

■ ■ : «. ' * - y :« • 

I Obfervatio. Hinc determinanturtam jjjfnimsp^^''^*'"^'^"^ ^^^^ quibusdaia 

^ «mditionibus., quam ■»?*<»>» aVfoto, Teu '»?';i™ <-?^«x^. &uicee una 

» * 

pluribusve quantitatibus mutabilibus pofitiiS conftantibus , deterftiinantur lrelatix>- 
nes mutuae reliquarum, ^^ mt«i»num ^^^ ^^ conditiones relatum locum habeat : 

remotis autem his conditionibus. determinatur !!!lf^L,?J^ abfolutum , fea 
, . : . ;» .n jnmimum 

maximum maximorum ftabiliendo nempe relationefe mutu^ omniuni quaiitita- 
mumnum mimmorum ^ . ^ . 

^ i.f . maximnm maximorum , ' t, u' i. <?• -. i-i. 

tum mutabilmm, ut ^- ;^„^ rv,;«tr«r.t.Mr« locum habeat Sic uno latere 
' . ' mmimum mmimorum 

trianguli alicujus magnitudine oato, & fumma reiiquorijipi ma^tudine d6ta; 
triangulum aequicrurum, in quo latera haec funt invjcem aequalia, maximum 
eft triangulorum fub priore conditiorie ' cbSftruftorum : ut v^o,fub* data peri- 
metro triangulum.iit pmnium maximum, feumaximum maximorum, tria ejus 
latera debent effe aequalia, 

Meth6dum'pr3ecedcfnt^ exeniplis.ad gcometriam pertinentibus illuftrarc 
e re effe cenfeo. . . ' 

§. 1 86* Problema. Inter parallelepipeda reftangula , eadem fuperficre ia- 
tegra comprehenfa, quaeritur illud, cujus capacitas eft omnium maxima. 

Sint AT," y,*' i; acies parallelepipedt quBefiH:' ■ •■ • * 

Fit ideo xy-^-xz+yz = dato > .jpSf. + xz 4- y^ '=3. dato; .. . » 

xy:i^ s= max. log.x+log.y+log.» = maxi 



\ 



d£ I j.dy 1' a,d^.i -^ ' ■ 
ou^ X • w y av si 

. ' . • Sit 
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Sit* conftans: erit t(y+«)+l^(-*+*)='o t r 

dx i^ . ^ i^ __ * y 

d^* dt;*y "~ et « : « =y:x 

unde y =3 x. Eodem modo y ^z. Proinde xstysaz. 

x^obUma. Omnia latera figurae alicujus reftilineae praeter unum dantur 
tnagnitudine. Quaeritur figura omnium maxima, lateribus datis & htere non 
dato comprelienfa. 

Lmma. Area figuras cujusvis re6lilinede femifCs efl funmide reftangulo- 
rum omnium lateifum binorum fumtorum, unoexcepto, duflorum in finusfimt- 
mae angulorum extenorum, qui inter laterahaec comprehenduntur. Vid.Opu« 
fculum infcriptum: PolygonometrU , Gendvei^gi. 

Exmplum i. Figura propofita fit quadrilatera. 

Sint Jj By C tria iatera magnitudine data; & fint y, z anguU figurae ex^ 
temi , inter latera jiScB, B & C refpeftive comprehenfl 
Erit ^5fin.y =,maximo. 

Hinc JB^co(.9 

dv ., ^ 



' • * 



\ I 



+<t + t)""'&+^>t-^^"''-' 



Ponaitur a conftans : erit 4.^Ccof.(«+a>°°®» "°*^® J?cof.y=:Ccof.(i8o®-(y+«)) 

* ♦ 

Pariter fefto y conftante 4.5C'cof.« " ««»dejBcoii«teifcoC(i$o*'-(y+«)). 

Exemptum a. Figvira propofita fit pentagona. 

* ■ 

Sint latera data J, B, C, D; 

* . •. .....I ..♦, »', •.. 

anguli externi quaefiti Xj y, z. 
Ideoque (Lemma) jiBrm.x 

+jiCrm.(x+y) * + BCRn.y =3 max. 

+JDi:m.ix+tf+z) + BD{:m.(y+z) + C^fin.« 

* ■ Mm 2 '^ hinc 



Binc ^B ^coCx 
db 



Ws+s)"^('^> +*^"''* 



■do d» 



= Ok 



ibi^rSt ^^^^''^ + Ccof.(*+y) + Dcof.(«^fy+a) « 9 

^°^*^t?b2*fir^" -^Ccof.(*+y)+.^Ocof.(*4^2)+i?Ccony+5Dcor.(yf«) =0. 
denlque ppfitis x&y JcoU x+y+z) + 5cof.(tf+2) + CcoCa «= o 

Proinde quaeftio propofite ad alteram reducitur mere geometricam (aut alge* 
braicam), qua qxiantitates qusefitae x^ tf^ z ^t tres aequationes datas detet« 
minantur. 

Inveftigationis methodum eandem efle , quicunque fit numerus laterum 
figurae propofitaei, ultra patet. , 

Non immoror dwnonftrando formularum harum confenfui cum altera pat 
maria figurae prbpofitae omnium maximae proprietate > qua fcilicet figura haec 
femicirculo infcribitur, cujus diameter eft latus quaefitum. (Vide inter alia. 
Opufcula infcripta : De relatione mutua copaeitatis & terminorum figurarum^ Varfav* 
1782, Abregi tPlfoperimetrie etementaire^ Gendve 1791-) 

Quaeri etiam poteft figura omnium maxima, lateribus magnitudjne datis 
comprehenfa, Inyeftigationis hujus methodum paucis etiam exemplis illuftrabo; 
a cafu ^eterminato incipiens, quo figura propofita eft quadrilatera. 

Sint J^ By C^ D latera data quadrilateri , quod omnium maximum fieri 
debeat. Ducatur re'fta diagonalis , quae propofitum quadrilaterum in duo trian- 
gula dividat. Sint Ay B crura unius horum triangulorumj & fit Jf angulus in- 
ter ea comprehenfus. . Sint C, D cnura alterius trianguU; & fit y angulus iUis 

comprehenfus. 

'E.nt AA^2ABcolx^BB = CC^TJCDcoly+DD 
^5fm.x+Ci?fin.^ = maximo* 

Hinc 



1 



f 



/ 
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Hiiic ^RtLx^ =5 C27fiii.y^ 

^5cof.*^+Ci7coC# = o, feu^5cof.Jf^=.CDcof.(i8o°-yA 

Ergo ^5fin.je ; CDfm.y = ^iJcOf.* : CDcof.(i8o«>-y) ^ 

tang.x c= taiig.(i8o«-y); x^xSo^^-y- 
Maximum igitur quadrilaterum lateribus datis compreiienfum circulo poteft 

infcfibi. 

Exmphtm fecundum. Quaeratur pentagonum, cujus latera ^, B, C, D, E 
dantur magnitudine , & quod iit omnium maximum. 

Ducatur diagonalis , quae pentagonum propofitum dividat in triangulumi 
cujus crura fint D, ,E; & in quadrilaterum, cujus ktera reliqua fipt ^, B» C 

Sit * angulus externus figurae lateribus jt^ B interjacens 

j- - - . « • Bt C --. 

2- 77. Ie--- 

mi {B>tygQnmetr\e) AA\-2JBcolx ^^=I?Z>f3Dircof.a+JaS 

+3^cof.(j4y)+B5+35rcoi:y+CC 

%/lB£va.x 



+a.4Cfin.(*ty)+5Cfm.^Z?JEfia» ""°**^**- 



Hinc JB£\n.xS^ 

df 



+5Cfin.y^ 






JBcotx^ 
dif 



„. dx( -45fin.* , ^G AC^\Q.{x¥y) ^^dE^z «o 

™^ "aJT +^fin.(;t+y» ^ dt> +ifCfin.y, ) di» 

d£( ^5cof.x dy( ^cof.(jtty) .d»o^co£»«o. 

dw +./Ccof.(j^fy)) d« +5Cco(:y ) d» 

Mm 3 Fla| 



f 



/ 



=: DD + 2DEcq[.z + EE combinate 
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Fiat z conftans: erit. 
BRn.x+Crin.ix+y) : BcoLx+Cco^x+y) = jirm.{x+tfy+SCm.y:jicoL{x+y)+BcoLjf. 

Fiat y conftanS': erit 
B Rn.x + C rm.{x+y) : B co(.x + C co{(x+y) « fm.2; : cof.(i8o^— »). 

Pariter, pofita x conftante, fit 
J rm.(x+y) + B rm.y : jicoL(x+y) + BcoC.y = Gn.z : coL^iSo^^^z); quae pro- 
poitio jam refultat ex duabus prsecedentibus. 

Duae iftarum proportionum cum aequatione 

AA+2ABcoi.x 

+ 2AC cof .(ac+y) +BB+ iBC cof.y + CC 

tres exhibent aegnationes, quibus quaeftio propofita ad problema algebraicum 

determinatum reducitur. 

Tertium exemptum^ Quaeratur hexagonum lateribus -^, 5, C, D^ JE, F 
' magitudine datis comprehenfum , cujus area fit omnium maxima. 
Angulus exteruus inter latera ^, 3 coi^prehenfus fit x 

SyC ' ' - - y 
27, £ - - - - - x' 

E, F ' ' '_ • y\ 

EntAA+iABcof.x _DD+2DEcoLx' 

+2ACcoi.(,xJry)+BB+iBCco(.y+CC~ +aDFco{.(x'+yy+EEJtiEFco{.y +FF 

et ABfin.x + DEQa.x* _ 

+AC&a.(x+y)+BCtp.y + DFlin.(x'+y)'+£^fio,y' *" "^a*"»^- 

t 

Differentietur utraque aequatio;^ & omnes quantitates mutabil^ x, y, 
^\ y' popantur fucceffive conftantes, duabus exceptis: hinc eruentur tres rela- 
tiones diverfae quantitatuih harum mutabilium ; quae cum priori aequatione com^ 
binatae totidem fuppeditabunt aequationeis, quot funt quantitates incognitae. 

Theorematibus , quibus formulae, ad quas pervenitur, anfam praebent, 
evolvendis non immoror. 

Problemata haec propofui tanquam exempla univerfalitatis folutionum cal- 
calo dilTerentiali innixarum : eadem vero aptiffima funt ad oftendendum, quanto 
I.rcvi-.ros & lucidiores effe poffint folutiones me;e elementares iis cafibus, in 
^' quos 



^ 
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qnos quadrant; cum facaiime & univerfaliter demonftretur: figuram lateribus 
magnitudine datis comprehenfam onmium maximam eam efle , qu» circulo 
poteft infcribi. (Vide v. gr. Opufcula mea jam nominata.) 

lisdem principiis infiftendo determinari poteft figura omnium maxima, 
cujus anguli & perimeter dantur. 

Problema. Inter pyramides triangtflares aequealtas, bafi fpecie & magni- 
tudine datse infiftentes, ea quaeritur, cujus fuperficiescft omnium minima. 

Altitudo pyramidis dicatur A; latera bafis fint A, A\ jf. Anguli (quae- 
fiti), fub quibus facies pyramidis lateribus his refpeftive adjaeentes ad bafin in- 
clinantur , fint x,* x\ x refpeftive. Punfti, in quo altitudo pyraniidis bafi occur- 
rit a lateribus bafis diftantiae funt refpeftive h cotof , A cot.x' , h cot. jf "• 
'- Altitudiries facierum pyramidis funt Acofec.Ar, Acofec^, Acofec.A:\ 
Duplum areae bafis eft - A(i^cot.Ar + AqxA.x + A\ot.x). 

Dupla fLimma facieriim eft A(^cofec.A? + -4'cofec.»'"+-^'cofec.Jc"); 
^cotjc + A'zot.x' 4- ^cotV = dato 
Ideoque ^QQfec,;^ + Ami^c.x-r Aq^^q.x = minimo. 

Hinc ^^cofec^x- ^A^c^^c^x +^"^cofecV =0 
^cot.xcofec.x+-r4'^cot.Arcolec.jf'+-rf"jlcot./cofeciJf' = 0. 

/4f> Av 033 



dAT^ r o . >t«d« 



\ 



Fiat /conftans: erit ^"-cofec.»* 4-^ J2.cofec.»Jf =o 

^^c6t.*cofec.*+-^'$^cot.*'cofec.*' = o. 
dw dt/ 

Hinc A^ : — ^'t = cofec.«Jf' : cofec.«jf 
' dw • d» 

! ^ : — ^^ = cot*'cofec.*' : cot. * cofec* 
dw ■ dt/ . 

Prbinde cofec.**' : cofec^* = cotJf'cofec*' : cot.xcofec.« 

• . . . 

cofecx' : cofec.A? == cotx' :;cot.x 

I : I =r cofjf' : cof.Jfj ideoque jf=jc'. 

Eodfei modo infertur * = x\ Pyriimiduli» .igit^ir triangularium aequsaltarum, 

bafi 



r T 

' f 

• i 



/ 



/ 



/ 



/ 
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tnfi datae infiftentium» ea terminatur fuperficie mininia» cujus facies ad bafiii 
aequalker inclinantur. Vide Opufcula modo commeAnorata» in quibus propofitid 
haec methodo mere elementajri adnruitur, & uberes ejus confequenttde evol^ 
vantur. 

§. 187. In quaeftionibus poftremojoco traftatis quantitas, quae JJ^^ 
reddi debet, fun6tio eft plurium quantitatum mutabilium, a fe invicem ita in« 
dependentium , ut determinatio unius reliquas non determinet. Criteria, qui« 

bus dijudicari poteft , utrum ejusmodi fuaflio micd^a ^^^ ^^^^ ' °^^ ^^ ^ 
primus omnium univerfaliffime conftituit ceIeb*OELAGRANGE {Mifcellanea Socie^ 
Mis Taurinenp , Tom. I.). Sufficiat hoc loco , fun£fcione$ duaram vanabilium con- 
fiderare, atque criteria haec ex formulis capite prsecedenti traditis deducere. 



Lx 



+^''d'/'+ 



Lx 



jij» 



1.2 



d'P 



1.2.3 



+ .=:z_M7» 



Quouiam eft ^P^^P « 

4-^'d'/'+2^'d'«d'i'+3^^ WP 
I 1.2 ** 1.2.3 . 

+ ^yd-p +3^±^ WP • • • • 



\ 



maxuna 



+ ^^ 
1.2.3 

M> = o 



d"/» 



utfunftio haec fiat "'l^fiZ". debet efle ,o„ 

mmuna ^dP = o 

Eft autem 



+2A*.Ay''d'M';'= "d^^^^+^AJc.Ay^^^+Ziy»—] 
+ Ay^^d^P L d^ ^^J 



L * M*i» ^ L M'P J J 



— Ay».M"i' 



»"d-/»rAjf + Atf 

L M'/» 



yd"d'/n 

M'/» J 



«J» 



{ax 



yd''d'Pl » 



L v/> 







_L M'/» J MVj 

'W rd^d'^ ]*] 
'd'P L W J J 

^L "d'P 'J 



aZi 



I 



Proinde qoonuQH quacteata J&jp+Ay ^^ ^ \ , ^^^ {etnpar &nt pdfitiva^ }ua« 
€do P maxima eft, fi fit^tam M'!?, quam ^dV^— (!OZ}! njBgativa; & po- 
fita M'!P negadva^p ac prdnde -^ ^ jj^ -^ ■ po^tiwa^ neceflb eft, ,iit fit ^d^P 
n^ativa; praetereaque ' (figriis omiflis) debet effe y4*i^> ^" ' — ^J ieii 



«j» 



pOi 



d^PxWP^Cd^^^d^P)^ 

Cont^ funftio P minima fit. fi tam M"P, quam yifJ^uGLij^*^ 

itiva: & pofita ^d^i^ pofitiva; oportet, fit W pofitiviu eaque talis, 

Exemplum hoc funftionis duarum variabilium doqet: crltena, qulbuy 

maxiiM fmj5y[Qjjjunj plurium variabilium difcernuntur^ noxmifi fumma 'adhibita 
minima '^ - ' v 

cautione poflexleterminari; nifi ex ip& qusefilonis natura immmedlate judicari 

poflit, nfariHa quaeftio ad ^^^^^ referenda fit, aut nuUi limiti anlam praebeat? 
Exmplum prmmu Sit P ^ xx^^^-^^y^ax-^hf ^ „ 

proinde M'/». ^"^(=4) > ('d'M'P)». 



'dPi^ssx-^ty-b) «o 



y 



za'i 

3 ; & funftio P his vidoribus' te^ 



fpondens^ nempe — ?*' ■- , eft omtiimn miniaia. (a) 

3 



£jr^sib. 



(i») Jtoepflt error typographictts in png. 649. CalcuTi differentialis EuLBU, nM faskSdo 
Itec minima «citor efle - ^'*'^^^* , loco rffLtf^Z*^ 



N n 



Eximpbm fettmimii, Sit P = "Jf » - 3««3^+i/' W^-^ax+VM 

Fiat '""'^ ***: erit ~ "^ ^ ^ 

, QUoniam faftis ^21'^ ^^ '^'^^ ^^"^< ('d^M'-?)*; fimftio P his Yalori- 

„ : maxlma 

bus refpondens non elt omnium „,ijjijnj^' 

.. Fiant''^-: eruAt'^i^^Jj; proinde- ^^.^"/'^(''d-P.Vi^)^ «^M^ 

§. .88. Qa^mone, ad ™ pertment» ™p«m cum duau tangea- 

tium a punfto extri curvaih dato habent affinitatem. 

Per punftum enim datum agatur refta , ad quam tanquam axem curva re« 
feratiir, Si curva verfus axem hunc concava eft; angulus, quem refta curvam 
tangens ab hoc punfto dufta facit cum axe, major eft angulis, quos reftiae cur- 
vam fecantes ab eodem punfto duftiae faciunt cum eodem axe : contra prior an« 
gulus minoir eft pofterioribus, fi Qurvs^ eft verfus axem convexa. froblema igi- 
tur, a punfto ^xtra curvam dato reftam ducere, qude curvam contingat, ad al-^ 
terum reducijxir, quo ab eodeni ptinfto refta duci jubetur curvae occurrens, 

qu3e ^?^.^^ angulum cum axe comprehendat Subtangens curvae dicatur /; 

ordinata reftangula per punftum contaftus afta dicatury: erit ^ tangens tri- 
gonometrica anguli, quem refta curvam contingens cum axe facit; proinde 

|Sr= -"» '%g& = o; ,|-,|. At,«^ = :, fl™,brciaa- 
mm origo in ipfo punfto dato ponatur, five in alio punfto intervallo dato a priori 
diftantc. Ergo / y^ ^ if, & / s^x S; quod confentit cujn §. 40. 

Relft- 



^3 

Rebtro h«c non effugit fiiperiorls feculi mathematlcos , quoram molimina 

utrumque problema de duftu tangentium & de maximis ac minimis folvendi 

ad generales calcuU differentialis regulas viam ftraverunt ; quos inter Fbrma* 

TiUM, RoBERVALtiUM, Pascalium, Barrowium nomiuare fufficiat 

§• i89-^ Quamvis ^^^i^^^s^^ mf^i^a P^^^^^^^*^^^ ^^^ ^^ ^^ tantum 
tempore cenferi debeant perfefte fohjt»^ quo generales calculi differcntialis 
regulae iis applicat» fiieruntj abunde tainen, quae fuperfunt, monumenta do- 
cent, veteres georoetras hujus generis quaeftionibus operam liaud inanem im- 
peridiffe. Ipfa Elementa Euclidis propofitiones nonnuUag ad ^^^^ piartinen- 
tes fiftunt , ex. gr. in 5» & 9"* Libri jOecundi. Luculentiffime autem hoc com- 
probant Kbri antiquorum ad analyfm- geometricam pertinentes, a Pappo re- 
cenfi, & parthn fuperftites, partim a recentioribus raathematicis reftituti; prae-, 
fertim TraftatuS deSeSHone tationis & Jpatii^ d$ SeSHone determinata, & de Inclinatio» 
nibur , atque inprimis Liber V. SeSionum conicarum Apollonii. 

Quando problema aliquod geometrice folvitur; defeftus occurfus mutui li- 
nearum m conftruflione ducendarum monet de propofitge quaeftionis impoffibi- 
litate : algebra autem mipoffibilitatem hanc indicat per introduflionem quanti- 
tatum (quas vocant) imaginariarum , fefe invicem non deftruentium. Sed im- 
perfefta folutionis gequationum conditio^ftat, quommus algebra hoc refpeftu 
fufficiat. Cum vero «quationum fecundi tantum gradus folutio plana fit; fun- 
ftionum ejusdem ordinis ^^^^ facillime per algebram elementarem determi- 
.nantur, quod paucis exempUs declarabo. 

Primum exemplum^ Sit zax^xx = x(afl— J^) funftio fecundi ordinis., cujiis 
maximum quaeritur. Sit lax — xx^p: erit jc— a = + )^(fla— /?). Ut proble-* 
ina fit poffibile; requiritur, non fit p major quani mi: proinde maximus ipfius 
p valor eft aa; & tunc x-»a «a o, jr = «, aa— «; = a; feu duo termini produfli 
x(2a^x) funt invicem aequales.. 

^xemplum fecundum. Sit numerus datus a dividendus in duas partes, ficut 
fumma produftorum quadratorum ipfarum per numeros] datos n», 11 fit omnium 
minima. Sint duae paites x, a^x; & ponatur f»;cic-f-ji(a— jf)*s=|;: 

Nn 2 erit 



' ••««* 



^4 



€rit x~^ **' 'a' ±f^(P(»»^)'"^, ut problema poffibUe fit, debet efle 



»■» 






»+« 



p(m+ny.^ amm;^ fcu miniiiuis ipfius p yalor eft ^^^^ - & cafu» quo jp eft 
ojnniura mmuna^ fit ^ = — ^, «— ^ = ^^j;^-' 



ExmpPimtartium^ Sit 3^(00+**)—^-»'«* 



tuade aa+xit 



^3+ax+_x:fc 



I ' I 



ffWff 

^ i^. Sft «i^^ «^- prodiJ: 3e<iuatio primi grarluj, qu» JJ?^ 
praebet; 



locuBi uoa 



2^ Si« w>»r x+* 



imr 



ntfif-ffn 



-iKn^s+^cs;^)- "^ <■"»' 



«4 



-— fla 



ftio propofita nullum admittit limitem. 

» 

ao, Sit m <ni x—b = ± y^(bb- — 

•pofita « <»> valor omnlum minimus ipfius b talis eft, ut fiyt 



>» Itami< 



frss 



fttumeft x=*x 



iffif 



= flX 



V^CaA+xx} 



nnr mm. iT^nn^ mmy 



Metfiodum hanc elementarem inveftigationi minimi cera» apium cellula»* 
txaa feliciflime applicuit fagacifiimus Dn. Lb Sage ; qui ita celebre hoc tam: 
apud matbematicos quam apud rerum naturalium ffudlofos problema primus 
ad clementa reduxit^ & quidem ad inveftigationem mrnimi* fbnftioni» 
)^(fla+xjc)*— — V eafu, quo iii< n (uti in pofileriori exemplb). Solutionem hanc 

amiciffime mecum communicavit, quo tempore ftudia mea mathematica paterno 
amore regebat; pariter ac plurimas obfervationes ad hoc caput pertinentes^ quas^ 
extant in Commentariis Jcademiw JServKnenfis ad annum 178^ ; Snr U minimum de^ 

•i 

iire des alveoks des abeilles^,& en particulier Jur un nnmnmm minimorum rttattf & cettt 
moLiere^ Vid^ etiam Relatio mutua^ &Cr 



Cabvt 
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» CaPWT OBCIKDM KowTTUfc 

Ik radus^ curvaturat et de curvis evolutiiine geiutis* 

§iiit M, M* ino punaa alicujus curva; per qu» agantuf duae reftae norftales 

MN, M^rfy quae axi in punftis N, N' occurrant. Diftantia NN' punftorwn 

ficaran eft pp.^FN+ P^N^^Ax^v^+y'^. 

ax dx 

(2uoniaM fit «'^' = v^ 



+2^ 
1.2 



, Ax3 ^ 
+3 

1.2.3 
+2 






djr'dJcJ^d*4 






mXm «■ w •« ' •• ^0 m J^ M 

v|« «• >4 V M « M •!« «■ 

. ^r^ d^ dv] 

^ i.a[^d**d*»^^d*3j 



n 




^'>' ^^d;c dJf^^^a^J 
+ ^Tio^ d3y dy dV. «dSyl 



+ 
+ 



•■«•I 



»unAo. 



occorraxit 



Nn 3 



In 



\ 



\ 



iZ6 ' 

Hg.5«, In triangulo NZN' eft tin.lfZNl : fin.N'- =9 NN' : NZ 

feu rirtiJftNP^-MNP) : fm.iHy/»'= NN' : iWZ 
unde cof.iV— fin.iVcot.iy' : 

cof.iV^-fin.^' : 
Ax 

NP-MP^ . : 
ax 



t I 

I 



NN' : NZ 
=s NN' : NZ 



MN =: NN' : NZ 



et NP-^MP^ 

dx 



NN* ^ MN : NZ 



Atqui _- - -J.+ ^ 'dx»^ 1.2 d*3 ^1.2.3 d*4 ^ ' 

T •/ ATD MDdy' ./Ajf ddy A*» d^y , Ax9 d^ . v 

i«Z : iHAT = I +(g2) +^2^ ' ^ldF»^!:^ djc3+ir^*dl^+'j 

A*r^ d^. d^"] 



XIi[3Cj3^'' +^di-dr3+ydiq 



+ 
+ 



et MZ : MN 



- '+(£)^ 



-«R^+^.^^+^ ^'y+..' 

* Ijljt* i.a djc* 1,3.3 *dJc* 



Ax 
1.2 



^di d)c»^^d*M 

A*ir,/'^v+4^.^+i^^l 



Ut confequentiae ex hac proportione nefti poffint , duo diftinguendi 
cafus, uti in §. 170. 179. 



§. 19*. 



H7 

' ^. 193. Primrtefw. Exponeptes dtflerentiales fucceffivi ^, ^, §!lf 
£-^, . . . figno impoffibilis non aificiantur. 

Cafu lioc poiterioris rationis limes «qualis eft rationi i + Q^Vr^y^ • 

proinde & rationis prioris limes aequalis eft eidem rationi i +(7^)'*:— y-~^, 
feulim.iKZ:Jfi\^-i+(^)';-y^, & Iim.iKZ = il/iV x ^^. Atqul 



•dx- 



d*» 



iHi\r=2y 



+(g) 



(§.110.") Ergolim.iHZ 



=t^ 






I 






Obfervatio prima. Quamvis hxc expreflio formam habeat negativam , reapfe 
fit pofitiva , quando curva verfus axem concava eft. 

Obfervatio feeunda. Ex Z punfto agatur ZQ ipfi MP perpendiculariS. Eft 



J|fQ=iIfZX— ^ = JH2X~^^ unde lim.^q = 



dv\* 



'+© 



ddy ' 
da:» 



Obfervatio Urtia. Quoniam Cm.lfJIIP=s 



S , d.fin. iViKT 

dyT?\; cft — 



ddy 



_. Hinc lim. -.y 



d. fm.iVaH» d. cof.-RMl' 



d* 



dx 



dx 



■«• 



('+© > 

JEquatio haec immeatate fic poteft demonftrari. Refta M'P' ipfi ZQ occur- 
rente inf , funt fm:Ar«i'=^, fm.iViHy-^: liinc fm.yifi»-fm.i\r W 

i&ia ZJU 

ZQ. Zp ^Pf^.^„f J I ^. A.fin.AriHP_. I . Zp,^ ZM'-ZM 



& — 



d.fm. iyiIf/> ^ j_ 
dx ZiH' 



Obftr. 



m 

m 

Obfervaiio tptarta. JltP xefta occurrat in t taigenii JBT p« JT paoftiUA 

d»a«. jf< = -(^M+^,pL-^A^+ .,..)($. .70.) 

V 1.2 djf» 1.2.2 dx^ 1...4 0** y • 



'3 
et m* « ^*(i+(^*)' 



Pxdade^'*- ' ^'^^- 



& 



M'i 



M.2 dv^^ 1.2.3 ^ ^—4 ^ ^ 



Atqui Iim.JHQ« — j^. Ergo »linu»Q=lim.-j^ 



5. 193. Sumta Mq = %MCi^ lim,^ = — 33|-. fiat femper #? =^ ; 
& defcribatur curva per pun£ka 9, 9' hoc modo determinata transiens. Tum 

centro 2? »dio MZ = -^^* — ^ defcribatur circumfercrada circuli ; qo» 

pfoinde per ilf & 9 transit , atque reftam MTy ac proinde etiam curvam MM* 
in M tangit CircumFerentia haec occurrat feftae JHV in'.* & R' punftis, 

FiK«.^(^ PrimusMfuf. Sit ilfj ^usmtitatis —7- limes ^auod ad parvitatem; ideoque 

femper fit tq^>tR\ & arcus qq extra arcum jJP', Quoniam Mt^ = 
R'ty.tR=M'txtq\ & /5r'> /^'; «rgo tR>M't: proinde arcus circuli Jlf.ff cadit 
intra arcum curvae MM^; ac tanto magis quaelibet circumferentia reftam MT 
in M tangens & radio minore quam MZ deicripta, utpote circulum ipfum MR 
intus tangens, intra curvam MM' cadit Tum radio MZ' majore quam MX 
delcribatur circulus^ qui raftae MP m *q punfto, & reftae 2lf 'p' in r & r' pun-' 

ftis 




t 
1 1 



ftis occurrat. Erit ideo M\i>Mq, & punftum V extra curyam qq\ pariterque 
arcus jr ' extra arcum qR': quare, punfto Jlf' ad punftum Af accedente, arcus 
curvae qq cadit inter arcus circulares qR\ ^qr'; itaque erit tq<itr\ Atqui 
m^:=zM'ty.tq = rty.tr : igitur JH"/ > r/; & circumferentia radio Z'M> ZM 
defcripta cadit inter arcum MM* & tangentem MT. Proinde hoc cafu arcus 
curvae AIAf' jacet inter arcus circulares MR^ Mr^ fic ut nullus circulus, cur* 
vam in punfto M tangens, inter arcus AOf' & MR cadat 

Sicundus cafus. Sit Mq quantitatis — r- limes quod ad magnitudinem ; ita 

ut femper fit tq<, tR\ & arcus qq intra arcum qR'. Quoniam Mt^znRty tR'^ 
M'txtq\ &ctq<^tR': erit Rt^tM^t; proinde arcus iKff cadit inter tangentem 
& arcmn MM^; ac tanto magis quaelibet circumferentia radio majore quam MZ 
defcripta, quippe ciroulum MR extus contingens, inter tangentem MT & ar- 
cum MM* cadit Tum radio MZ'<MZ defcribatur circulus, qui reftae M*P 
in r & r punftis, & reftae M^ in *g punfto occurrat. Erit ideo M*q<i'Mq^ 
tr<tR\ & arcus qq- jacebit inter arcus qR\ 'qr\ Proinde punfto Jlf* ad pun- 
ftum M accedente, fiet tqi>tr; ideoque tM^^tr, & arcus MM' cadet inter 
taDgeatem MT &c arcum Jlfr. Quare hoc etiam cjifu nuUus circulus, curvam 
in M tsfngens, inter arcus MM' & MR transit 

Nullus itaque circulus curvam in M tangens , jradio five majore five mi- 
nore quam MZ defcriptus , cadit inter arcum curvae MM' & arcum circula- 
rem MR , ad partes pun£k) M utrinque vicinas. Circumferentia igitur radio 
MZ defcripta arcum curvae MM' ftriftius tangit, quam ulla alia circumferen- 
tia, five major' fiv^ minor priore. Hirtc circumferentia haec <:urvam ofculari, 

• - 

& radius ZM radius ofcuktor dicitur. Curvatura arcus MM' ad curvaturam ar- 
cus circularis MR propius accedit, quam ad curvaturam cujusvis alius arcus 
circularis ; unde radius ZM vocatur radius curvatura , arcus MM^ in punfto M. 



Formula ideo radii curvaturae eft 
lis exemplis illullrabo. 



0+09')". 



ddy 



cujus applicationem nonnjul- 



>^t 



FIg.56. 



Oo 



5. 194. 



«9» 

§. I94. Exempla. i°.' Sit parabola conica, cujus aequatio eft yysszpx. 

nt y^ -p, y^^+[^^j -o, y^_ ^^ , ^^ ^3 . i^^j -■ :^- 

w PP 

Obfervatio. Fafto y=o, fit MZ^p\ & hic eftlimes (quod ad parvitatem} 

normalium parabote. • . 

a*. Sit ellipfis conica, cujus aequatio eft yy = — (<ia— *x). 

-,. dtf ** /^di/N» ddy bb ddy A* i ddy A^ i 

d* «» ^ox^ d** «a "^djf' aa yy djt* oa u^ 

MZ^ .((««-^^)yy±^]L. Fiat y =. o: erit JHZ = ^; & hic eft limes (quod- 

ad parvitatem) normalium ellipfis. Sitfl = i: erit JJZrss— =a,feuconftans; 
quo cafu ellipfis in circulum abiit. 

3®. Eodem modo determinatur radius curvatur» hyperbolae conic» ex 

aequatione yy = —Qxx—aa^; qua fit MZ = ii — - — '-^^ — i^. 

aa ab^ 

4^. Sit cycbis vulgaris, cujus aequatio efl:y=3^(2rjf-jfjf)+rarc.fin.v.— • 

r 

Pit dy _ .^ar-jf ddy >• tO./^^^*-^- 

d* " * ' d*» :fr(ar;c-**)* ^Vd*> ~ x* 

JUZ = 2rr(2r(«r-*)). 

§. 195. Hucusque tradita nituntur fuppofitione, dari limitem quoti — r-; 

quo cafu radius curvatur» poteft determinari. Ut alteruiH iajum , quo nullus eft 
quoti hujus limes, diftinftius evolvamj a curvis ordiar, qtiarum aequatio fim- 
pliciffima eft , nempe y = p^-^x^ . 

Defcribatur quicunque circulus curvam in vertice contingens ^ cujus radius 
" fit r; &/eftae in hoc cbrculo axi ordinatim applicatae fint y% ' 
Quoniam y =^i-njcn , eft yy = p^^x^v^, 

Atqui' yV = x^zr^x^ 
Ergo yyiyY = p^^xv^ : x(^zr^x). 



• • 



1». Sik 



fiQt 



i^. Sit 2»= I, feu n=i^i erit yy.yy ^ pa-sn ; jr-#a= jj : ar— x. Pro- 
inde^ imminuta x, rationis pofterioris limes eft ratio jp : 2r; & ratio haeceft ra- 
tio »qualitatis , fi p = :ir , feu r = |p . 

2^. Sit 2« > I ; ideoque yy : yy'= pa-an^f^n-i : ar-x. Imminuta at , . nullus 
eft limes (quod ad parvitatem) pofterioris rationis ; itaque nullus etiam eft limes 
(quod ad parvitatem) rationis prioris; qua&Iibet igitur circuli circumferentia , 
curvam in vertice contingens , cadit extra curvam ad partes vertici vicinas ^ 
utcunque parvus fit radius ejus r. . 

3*. Sit 2»< i; yy lyY^zpi-^^: ji:i-an(2r-jc). * Imminuta at, nullus eft po- 
fterioris rationis limes , quod ad magnitudinem ; ideoque nullus etiam eft prioris 
rationis limes , quod ad magnitudinem. Prpinde quaelibet circuli circumferentia 
curvam in vertice contingens cadit ihtra curvapi ad partes vertici vicinas , utut 
magnus fit ejus radius r. 

Ideoque parabolas inter, aequatione y^fi-"*"» determi&atas , parabola co- 
nica fola eft, cujus curvatura in vertice cum curvatura circuli conferri poffit. 

Ideni confequitur ex applicatione formulae generalis radii ofculi ad cafum, 
in quem quadrare non poteft: eum nempe, quo nullus eft quoti. —r- limes, 
•five quod ad magnitudinem , five quod ad parvitatem; feu quo formula radii 

curvatur» J? = ^^— ^— ffr aut zero, aut impoffibilis. 

Etenim pofito y=:pi-«x'^, fit ^ = w/'^-"-»"-» 

ddy _ 



d*^ 



= « . « - ljpI-*xn-4 



unde R = C+^^P^-^"^^-^)^ 

— ».»-rpI-njfn-« ^ 

I». Sit« = 2: erit R = ^|f xCi+4 — ) i & fafta jf=o, ^a— |f. 



Oo a 



a". Sit 



y' 



29 a 



2^:Sitn>2: erit 11 = ?^^^; &faftax=o, i?^^ ^"^' 



-^fi.n-i 



j^n-a 



[-1 



quod lefl: fignum impoilibilis. Nullus eft circulus, utut magno radio defcribft^ 
tur, curvam ia vertice contingens, qui extra curvam cadat ad partes vertici 

vlcinas. 

?®. Sit «r^ ^: erit S ^^ «n-ua-n x ?^^ — : proinde fafta x=so, 

efl: ^ = o; feu nullus eft circulus^ radio utut parvo defcriptus, qui.curvam in 
vertice ita contingat, ut ad partes vertici vicinas intra curvam cadat. 

4®. Sit « = I : erit R = ^l^Y.x. Hoc cafu linea propofita eft.refta: pro- • 

o 

Inde conttadiftorium eft, de curvatura ejus dicere; quod monemur figno im- 
pofllbilitatis ^, ab abfcifla x independente. Idem contingit, fi fit » =5 o; quo 

* 

cafu linea refta parallela eft axi^ ad quem re&rtur. 

A 
■^ I 

5®. Sit »^Q- permutatis coordinatis, cafus hic ad tres priores reducitur. 
6**. Sit n iiegativa, feu curva propofita fit hyperbolica. 
Tunc R = — S z!!jP — 2-,x — i— . Et quoniam contradiftoria eft fuppo- 

fitio X = o; introduftione figni -JL— . monemur, contradiftorium efle, loqulde 
curyatura curvae in punfto per abfurdumfifto, ubi afymptoto occurrat. 

Quo minor eft * , eo magis radii curvaturse valor accedit ad i? =- — ^ r — r » 

& quoniam nuUus eft abfciifae x limes quod ad parvitatem, nuUus etiam eft 
radU R limes quod ad magnitudinem. 

Sxt^ppy = xx{a-x). Erit pp^- '^ Jf(2a-3Jf) 

dx 



a(3*-fl)v />* ^ 



Fi^t 



J 
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Fiat 3J»«a<i; erit R = JL.Q+^J , Huic abfciflae refpondet pimftwn 
xus contrarii. (Vid. Fig. 47.) 



Sit p^^x^in-x). TOnc f '^ rs xx(^a-^) 

ddy_ 



R 



Al 



3p = ax(3«-6J^) 



^ -,» 



ajf(6jf 






Utrique abfciflae ' ^ f refpondent punfta flexas contrarii, quibus nullus re« 
fpondet limes quoti ^. (Vid. Fig. 48.) 



Wi 



^- 



dy 



In punfto flexus contrarii ob ^ = eft ^ = C, y sa C+Cx. Proinde 

dequatio curvae eo propius accedit ad sequationem lineae reftae, quo punfta cur^ 
vae ad punftum" flexus contrarii propius accedunt. 

§• I96. Confideratio curvaturae curvarum ad focum aliquem relatarumiii-^ 
mathefi, mixta praefertim, frequenter magni momenti applicationibus infervit; 
quare . bre viter eam explicabo. . ^ 

Sit F focus, ad quem curva jwm' refertur per radios veft»res FM, FM\ nf.57. 
atque angubs ^M, AFM'. Per M agatm: refta tangens MT, cui FM' ia / oc* 
currat Curva eft verfus focumi?' ^°°^^, proutii?t^FJtf'. 

Sit FMt=y, FM'=y, AFM=^ x, MFM^^Ax. 

^ * ^nmCF^lTiSo ^ cor5*-cot.iJ'iWrfm.A* 

-> yfec.AJcCi+cot.Fiirrtang.Ajf+cot.»JWtang.«Ax+cot.3Fifrtang.'iWI-...) 

= y(i+^tang.'AJf-J4*.^ng.*Ajf...)(i+cot..FiMrtang.4«f+cot.W7'tang.«Ax+...> 

= y+ycot.Fitf rtang.Ajf+§ytang. 'Ajf +|ycot.iW7'tang. » A;H- ". . . 

+ycot. »jRlf Ttang. * A* +ycot 'FAfTtang. ^Ax... 

Atqui cot.Fifr=:- ^l (§. 49.). Ergo, curva pofita verfus focum concava, eft 

y ax 



Oo 3 



M'i 



• _ 



• V 
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d:^' 






m 

1 ddy 
1*2 'ds? 



..AJf» 



d3y 

1.2.3 d*' 



.Aje3 



Proinde quoti ~ limes (fi quis detur) eft |-y + i . f^y L . ^ 

^ i' ^djf^ i.a dje** 

Scilicet curva verfus focum eft <^oncava ^^ i„x V^»_ JL ^dy > 

convexa' '^^yW^ i>a d*«<-°' 
Et pofito curvam ad utramque- punfti M partemextendi, M eft punftum fle- 



xus contrarii, fi fit iy-^-lC^Y — L.M^ ^ 



Ab radio veftore MF abfcindatur Mq 



lim. = 



l«H-(^ 



& ex f punfto erigatur perpendicttlum ji?, quod normali per ilf duftae in R occur- 



erltJlfiPdiameter 



Afif =%fec. ?iKff=»jc6fec.FJtrr= 



_ ^ 



fm.F^r 






Proinde 



,a 



iKff»» 



7dr\5 ddv ^ ^ ^^^^ -^^ bifariam divifa in Z, fit radius cur- 



vaturae MZ = 






• « 



Formulas has variis exemplis illuftrabo. 

Exemplum frimum. Sit jf = r quantitas conftans : tunc MZ *= IL =£ y , qu« 
eft aequatio circuli. • VV 

Exen^hm feeundum. Sit y = pfec.'ijiir, qtiae eft aequatio focalis parabolae 



conicae, ^ = pfed.»|jftang.|jt t= ytang.|jc 



^ = f(fec.»jf tang.«ijf + Ifec.-» |jfj ^* 



iim.£i = \.yy 



Mq 






T 



t 






^yy 



• • 






*7 



Exmpium tertium. St y = f. ^^, - , qu» eft 3Bquatio elUpfis conicae ad fd« 

O^i C01«X 

cum relat» fit ^ = i^iiHi* = *fin.*x|f 

* ddy _ bbe co(.x 2bbeeria.'*x '^* ^" * ' bk 
dJc* ". (<H*«cof.Jf)* (<H-«Cof.*)5 

^ bb 

EaedemfonnulM adhyperbolamquoqueapplicantur., . _ . 

Exemphm guartum. Sit y = r* , qu3e eft aequatio fpiralis logarithmicae. 

<!&=,. il„g.V Bm.^* = ., ■ ftomde IMtes M p»i 

d** (p(p ilf« 

riter crefcunt in progreflione georaetrica. 

iHZ = y?^(x + — log.«r). , Radii igitur cur?atu« 

etiam in progreffione geometrica crefcunt. 

Exemplum quintum. Sit y « a.fecjf ±5, quae eft aequatio conchoidis, 

^ s ofecxtang.* 
dx • 

^ » afecxtang.**+<»fec3* = ofec,<tang.*;t+fec*Jt) 
d*» ^ 

_ (<M fec ^x + a fl& fecjf + ^^)* 
• "* :f a<Tfr fecx tang. »;s + ofr fec x+W* 



1«. Sit 



» » ' 



^i_ ^ 



sg6 

x<*. Sit & a : linea , cujus %qdatio y at afecx , refta eft; de cujus curv 
Tatura dicere contradiftorium eft, quod monet introduAio figni impoffibilis ^. 

r»«. Sit* = a: eftJHZ=«J^^-£^4+^ 

+ 2iec,x(tang.*ArqF i)+ 1* 

Fiat x^so: erit JUZ s= ^. Nempe conchois tnferior cafu, quo besa 6t x^a, 

in polo cufpidem habet; & dum ad polum accedit, nuUus eft radii curvaturae 
limes quod ad parvitatem. Vid. Fig. S8. 

3**. Conchois fuperior habet punftum flexus contrarii, quod determinatur 
per dequadixiem aafec.jiftang.*x=afec.ic+&. Fiat 6=a: erit 2fec.xtang."j»r=x 

a(fec.jf+i); unde afec.jf(fec.x— 1)5= i, & fecjf = ^- ^ > quorum valo- 



nun prior tantum propofito fatisfacit. 
4^ Faftp X ss 9o<> , fit iaz=5ax 



fec.^90^ 



afec.^90® =ax 00*. 



fec.go*tang.*9o*^ 
Signum hoc impoflibilis monet: contradiftorium efle de curva loqui cafu, quo* 

X =3 90^ ; nempe conchois curva feft afxmptotica, cujus afyinptota eft axi per- 

pendicularis. 

§• 197- Cum doftrina curVatiirae arftiflime conneftitur, quam prunus geo- 

metrica methodo tradidit celeb. Mugenius» theoria curvarum evolutione geni« 

tarmn; ftriftlm.itaque hoc loco adhuc exponenda. 

^K* 59» Curviae AMm! filum feu linea flexilis circumplicata intelligatur ; &, manen«« 

te una extremitate illi affixa, altera extremitas, ftylo ex.gr. illi annexo, fen- 

fim ita abduci concipiatur, ut pars fili MN^ quas foiuta eft, femper in direftum 

extenfa fit, & curvam tangat in punfto M^ ubi illam deferit. Curva ANN\ 

^quam ftylus motu hoc de&dbit, dicitur wolutiom curvse AMM' genUa-; ipia vero 

AMM' dicitur evoluia. 

Obfervatio. Filum curvae AMM^ applicatum poteft in.rf terminari; quo cafu 

curva evolutione genita transit per punftum A Sed fieri etiam poteft, ut filam 

ultra curvae punftum A^ protendatur juxta reftam, AA pofitione & magnitu- 

dine datam, quae fcilicet curvam AMM^\n ^\m&oA cqntingit. Quo cafu cujnra 

^volutione genita transit per punftum A \ 

Centro 



1. 



■ ^ *- 



1 



Centro M radio MN defcribatur circulus, & agatnr fefta ATripfum in N 
tangens. Dico: refbun NT in eodem puhfto N contingere curvam erolutione 
defcriptam. 

i"'. Sit N* punftum curv» iW remotius a principio ^, quam eft punftum 
J\r. Sit iV-Jlf' fitus fili, quo extremum ejus pervenit in JV; & fit Af' punftum 
curvae evolutae AMM', ubi filum N'm' eam qontingit: reaae NM, N'm' fibi in- 
vicem occurrant in punfto ♦»', & refta JWN occurrat in »' tangenti NT drculi. 
In triangulo mixtUineo MM'm eft JH)»' + «i'jf'>MAf'; proinde addito utrin- 
que arcu MA=MN, &t Mm+mM^+MN^M^N': 

unde «AT >m'N\ Atqui, propter angulum 

reftum N, m'nX>fnN: ergo (a fbrtiori) m'n^m'N^; proinde punfhim n tan- 
gentis NT eft extra curvam iSW'. 

i^. JSit n' punftum inter pun6la ^ & N. Sit n'm' fitus fili, quo extre- 
mum ejus eft in n\ Agatur refta MN\ qu3B tangenti NT in n punfto occur- 
rat In. triangulo mixtilineo mm'n' eft MM^+mW^MN", hoe eft 
MN>MN'; atqui propter angulum reftum N eft Mn>MN: ergo a fortiori 
Mn>MN'; ideoque punftum n eft extra curvam NN^. 

Circulus igitur centro M radio MN defcriptus & curva ^volutione ge- 
nita NN' habent jn N punfto tangentem conununem ; proindeque circulus hic 
& curva NN^ fefe invlcem contingunt in N» 

Porro autem circulus hic & curva NN^ fefe invicem in N punfto ita con- 
tingunt, ut prior pofteriorem ofculetur, feu ut nullus alius circulus, curvam 
m N contingens , inter hanc curvam & priorenj circulum transire poffit 
Etenim 

;t®. Sit Af' punftum quodvis curvae AMM' ultra punftum Af fitum; ac fit 
M'N' fitus fili, quo curvam AfAZ'in m' tangit» eodemque fitu filum in pun- 
&o R' occurrat circtunferentise radio MN defcripta^. In triangulo mixtilineo 

feu mN C jj;'jp'; Foiodecurcumferentiacentro Jlfradio MWde- 

fcripta cadit intra curvam NN*', ^ nulia circumferentia, radio minore quam 
MN defcripta , atque curvam in N contingens , cadit inter arcum curvae NN* 

P p & 









I». 
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& arcum circularem NJi\ Sit autem Nm' radius major quam NM; atque filum 

per m' transiens curds MM\ NN\ NR' in iW', N', R' pun£lis refpeftive occurraL 

Quoniam Jlf/»'+»»'iH'>-''^'^ 
eft Nm+mM'>M*N': 

unde *nN > m'iV'; ideoque circulus centro m, radio i»'iV' defcriptus 

cxtra curvam NN^ cadit. 

2®. Sit AT* punftum quodvis curv3B-4/lf inter punfta ji & JU fitum; fit rur- 
fus M^N* fitus fili, quo curvam MM' tangit; & hoc fitu filum occurrat in £* 
circumferentiae Nlt', & curvae JVJV' in n' punfto. 

In triangulo mixtilineoikfM"'ii' eft MM'+M'r*> MR'> MN> MM^+M^n"-. 

unde m'r' >• M^n'; 

proinde circumferentia NR cadit extra curvam NN : & a fortiori nuUa circum- 
ferentia curvam NN^ contingens in JV, & radio majore quam MN defcripta. 
inter ^rcusNN^ iVH * transire poteft. Sit autem Nm radius minor quam NM; 
& fit mM^N^ fitus fili, quo per i»' punftum transit. Quoniam 
Mm'+m'M^ > MM*; addito utrinque arcu M'ji^ efl: 
Mm'+m'N' > MM'N' > MN: 
unde m'N' > m'N. Proinde circulus centro m' radio m'N de- 

fcriptus cadit intra curvam NN\ 

Circumferentia igitur circuli , centro Jlf , radio MN defcripti , curvam ofctt-» 
latur in N punfto. 

§. 198. Curva itaque -4ffif Jf 'locus eft centrorum circulorum curvam -4AW' 
Dfculantium. Si curva NN' in aliquo punfto nullum habct radium curvaturae, 
ideo quod nullus fit radii hu jus limes quod ad parvitatem ; curvae MM\ Ntf 
hoc punfto fibi invicem occurrunt : fi vero curva NN^ in aliquo pimfto nullum 
habet radium curvaturae, ideo quod nullus fit radii hujus limes quod ad ma- 
gnitudinem; nuUus etiam eft limes diftantiae, qua curvaJfefM^ab curva NN^ re- 
movetur. Quando autem aliquis eft radii curvaturae limes quod ad parvitatem» 
curva MM' curvae NN' non occurrit; & curva MM' intra limites quosdam con- 
thietur, fi funul aliquis eft radii curvaturae curvae NN' limes quod ad magni- 
tudinem. 

sie 
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Sit Z ccntrum circuli ejusdem cum curva SM curvaturae in punfto JH ; ex 

quo demittatur in axem SP refta perpendicularis ZX^ Data «quatione curvae 

> 

SMt determinatur etiam aequatio cume, quae eft locus pundiorttm Zy per coor< 
dinatas SXy ZX. Etenim fit ZQ^^ ipfi M1* perpendiculans. Eront 

^^ =» itfQ-/'Q = — -d^ y 

«a: =. siP+2;Q= 5'P+J»Qtang.zjrQ« * +Hx— j^. 

♦ 

• Exemplum pritimm, Sit yy =i rr ^xx: ^ =: - 1; 
ddy „i.j ^ -5 • i— .f^— .^!!' 

1+ — 

5X=*— — XX =sjf— jf = o. Proinde punfta Z ad pun£Vum unicum redu- 
cuntur; quod confentit cum palmaria circumferentise circuli proprietate. 

Exemplum fecundum. Sit y = 7^(^zrx^xx) +>arc.fm.v.— : 

r 

erit ^ «r^ 
dx ^ 



ddy _ ^jr 



X 



ZX =^ (rarc.fm.v.- --V^izrx-xx)) 

SX = 4r— X. 
Unde facile deducitur: cycloidis vulgaris evolutam pariter cffe cycloidem vul- 
garem , eamque cum priore congruentem. 

ExemfJum iertium. Sityy=2px: ^=^i S*""^"""p* 

Pp z hinc 



y 
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Hinc ZX^ ^- 

PP 



SXssp^^x* 



#i4 «4 f} 



cufpidein co6'untlbus, quorum uterque verfus easdem partes 



; p.ZX^z:i-MSX^py. Parabolae 
f P^ p P . 

igitur conicae evoluta & ipfa parabola cft aequatione pyy = x^ determinata. 

Contra determinatio curvae evolutione genitae requirit reftificationem cur- 

V3B evolutae* Et cum curvae propofit» unica refpondeat evoluta : uni eidemque 

curvae refpondent innumerae curvae evolutione hujus genitae, quatenus variatur 

fili evolventis principium. 

• * \ 

§• 199« Quamdiu curva evoluta non habet punAum flexus contrarii, cur* 
va evolutione ejus genita continue verfus easdem partes progreditur. Quodfi 
autem curva evoluta punftum aliquod flexus contrarii habet ; dum filum abdu2- 
citur a punftis curvae fenfu oppofito flexae , ftylus id partes oppofitas regredi- 

tur: unde curva evolutione genita duobus conftat ramis, in punfto regreflus m 

concjivus a- 
convexus 

Quare doftrina evolutionis curvarum apta eft ad dirimendam controverfiam de 

hoc curvarum genere inter mathematicos agitatam, & ab ill. Eujlero in Com^ 
mntariii jicad. Berol ai aim. 1749. folide enodatanu Hic breviflime argumen* 
tum illud attingere fufficiet. 

Sit n numerus fra6lus fpurius pofltivus, cujus denominator eft numeros 
par. SMi jpy =i9x + ^x.x^i ita ut funftiones ^ x , ^ faftorem x non compre> 
hendant. Per hypothefm x nop poteft effe negativa. 

Sint 

Igitur .\ ♦ ' 

j»^= if'+3C'jc+3Dic9+...± («-<fjifn-i+(fi+i)5*»+(H-3)Cx»+i+(iH-3)D*n+*+...) 

i»r-| « aC'+3.3D'jH-...±(».«- x>Ab»-«+ »+ 1 .fii?jcn-i+fi+a.w + i Cjc"» 

+iH-3.»+3£'k°+i.+.. . ) 

Pofito 



^^ 



$01 



Ponta B > 3 ; ramus uterque ^^^^ eft verfus . axem .ad partes abfciflae 
x = o proximas, prouti C' eft humerus pQgtjyjjg . Et ordinata abfciflae x^o 
refpondens |JJ?|°^ eft ordinatis ipfi proximis utroque ramo terminatis, prouti B' 
numerus eft J^gj^ (pofito A' pofitivo). 



\ 



) • 



Caput vicesimum. 

f 

De probkmatibus y qua vocmtWy isoperimetricis. 

§. 200. 
• Problemata, quibus caput hoc deftinatur, praecipuos tam vergeutis fuperioris 
quam prsefentis feculi mathematicos occuparunt; & nonnulla eorum materiam 
ipfis fuggeffere provocationum, quibus vires fuas mutuo tentarunt Poft Toet^ 
Bernoullium ^a) cel. FoNTAiNE jam inde ab anno 1732. ad methodum ali- 
quam generalem problemata haec folvendi eniti allaboravit (b). I]K Eulerus 
eximium de illis anno 1744. edidit traftatum, infcriptum: Methodm inveniendi 
tineas curvas nmximi minintive proprietate gaudentes. Sagaciffimus de xa GranGE 

folutionem ipforum ad methodum univerfalem & mere analyticam reduxit, quae 
mthodus variationum nominari confuevit (0*" Quamvis autem diverli poft^ eura 
fcriptores methodum hanc tradiderint vel transcripferint; difficile tamen etiam-» 
num mihi videtur principia ejus ita explanar^, ut rigori mathematico affueti' 
tirones,nullibi hsereant * . 

c 

Cum tamen argumentupi hoc inter mathematicos celebre magni fit ia 
mathefi, inprimis mixta, momenti; prsecipuam faltem ejus partem diftinfte & 
accurate exponere , atque ad inftar ceterarum calculi differentialis & integralis 
applicationum captui tironum accommodare conafus fum. Nec diffiteor me 
pro hujus fcopi ratione, argumentum illud eadem univeitfalitate amplexum non 

PP 3 . «fle, 

(a) Vid. Memoires de Paris pour 1706. . 

(i) Vid. Memoires de Paris poar 1734. & Memoires prefentes d tAcadenue de Parir 

par Mr. FoNTAiNE. Parki^d^* 
(c) Memoirei de Tvrin. T. U. 



I 



I 



• 
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efle, qua ab Eulero & de la Grange ftilt pertraftatum. Venintamen fatte 
me oftendiffe fpero, fieri poffe, ut ad fimplicia & folida methodi limitum prin- 

cipia reducatur. 

Expofitionem meam ita inftituam , ut flngularia primum evolvam proble* 
mata ; tum a cafibus particularibus ad generaliores paulatim annitar. 

Fig»6o. §• ^oi. Probkma. Sint A^ A duo punfta pofitione data; fit etiam PM 

refta pofitione data; ac fint F, F* duo faftore? magnitudine dati: quaeritur 
punftum M tale, ut FV.AM + F* x mA fit omnium minimum. 

A punftis A, A in reftam M? demittantur perpendicula Aa^ Aa; &fint 
u&=3&, Aa^h\ aa=a., Sint etiam ^Af = :5, AM=z\ oM^y, aM=y\ 

Quoniam Fz + F'z = minimo; 
«portet, Ot f^ +^' = 0. 

Atqui zz = W + yy dv z dv dv 

dv z dv dtt ' 
Quare F^f.^Jfffl + i?'^(Jof.^'Ma' = 0. 

Atqui y + yQsa) datur magnitudine. Igitur ^ + ^ =a o; 

. . & hipC Fcotma =3 S* co{, J*Ma. 

Proiude fumma Fa+F'«' eft omnivun minima, quando FcotJMa==F* co{. J^Ma'. 

Exmplum. Sit F=i^: cafu igitur, quo »+»',eft omnium minima, fit 
coUMa zs coi.A Ma 'y proinde JMazsAMa; & punfta -«f, ilf, ^' jacent in 

direftum. 

Corolloriam. Per punfta data /^, j^ agantur duae reftae .<f5, ^B', pofitio- 
nedat^iWPparallelae: eritFcot.M-^BzsFcoLjiMPt cafu , quo fumma ^^8+-^ « 
eft omnium minima. 

■ 

Fig.6i. §. ao2« Ducatur quaecunque refta, quae (v. gr.) fit reftis JB, AB ptr- 

pendicularis, atque ipfis in punftis.^, B' occurrat. Di\ddatur BB' in partes 

quot- 
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fluotcunque sequales in punftis P^ P'^ P\ P"» P'*. . . . Pcr punfta divtfionunt 
agantur lotidem refte ipfi BB' perpendiculares. Sint F, f\ F", p\ F". ... 
coefTicientes dati; & determinanda fmt in perpendicuUs iftis pun£la M, M*, 

Af', il/', Af" il» pofita, ut duftis reftis 

JM» MM\ M^Jitf Af"ilf", m!"m". . . . quae dicantur refpeftive 
«, »*., 2*» *"» *" • • • • fununa 
Fz+ F^z+fz' + F^x'+ Fz''+. . . . fit omnium minima. 
Ut liuic conditioni fetisfiat, debet efle Fcot.M^B% P'ca(.M'MP 

^F'coLJitM'^ 
= F''co£.m:'m"P' 

= f cof.Af':^/^ 



Pro vertice igitur quocunquc M, inter duos vertices 'Af, i/* pofito, erit 
F'co{.m'mP quantitas confl:ans. 

Sit S punaum aliquod in axe BB' (produfto v. gr.); & fint 
F F*. F\ F^t F*\. .. funftiones quaedam fimiles abfciflarum 
SP SP'» SP' 5P", SP". . . . Laterum figurae, feu ajtis BB' partitem, numer« 
manenteeodem; pariter eflrFcofJ/W/^quantitas conftans. _ 

Proinde , aufto partium axis nmnero , in curva etiam, quae limes eft polygo- 
norum ^MM'M"M°M" quantitatis Fcof.M'MP limes erit quantitas aliqua 

conftans, quae dicatur C Itaque ■P'^ =C. Hinc ^ = c* 

_^ rdx\*_FF . /Axy^ FF.CC . ^ ^ C 

^'^\d^)~'CC'^^^ CC * dx riFF-CC) 

Exiftente igitur X funftione quadam abfciflatum x , & defignante » arcuni 
hujus curvae: fi fuerit ^ =X; & quaeratur curva, in qua JZ« fit omnium mi- 



nuna 



: eft .|=cof.W=§; unde.g =. ^^^.^»0 » 



Exewptum primuni' 



Sit^=rx: erit^=5^; y = *'+n'(*-0). 

Sit y = o , quando * = < : crit «' = » .» = r (< (* - 0). iEquatio hsec eft ad pa- 

rabo- 



j. .. 






304 

rabolam; & minimum boc pertinet ad motum projeftiliam 
libero. 



Exmptum Jeamdum. Sit -STra JL : fit 



dx c^x 



yTse + Y^(€x*xx^ — |tf arcfin.v.— ; «quationcs cycloidis vulgaris* Sit x = o : 
tum 221 2= o; feu tangens curvae fit axi parallela. 

Sity = o, quando x:Me:.t\xm ^' = 0, &^ = ^; feu tangens fit axi per<« 
/ dx 

pendicularis. Minimum hoc refertur ad defcenfum omnium celerrimum. 

§. 203. In §.201. loco fummae Fz-^- F*z proponatur fumma Fz^^rJ^'^'^» 
gude debeat eile omnium minima. 

Erit eodem modo nF)^^i^ + nF^z'^-i^ = o 

av av 



rds 



M' 



feu Fz^i^ + F^z^n^i^ = o : 
dt; di; 

unde Fz^icolMAB = F^z r^rcoi. A'MP. 
Fiat eadem conftruftio^ quae §. 202. In polygono JMM^AfAtnt^. . . ., in quo 
lumma Fz^-^^F^z^-^^F^z^ + F^z^nj^ efl: omnium minima, eft 

Fz^icolMAB = F'z^''Ico{.m'mP 

« FVn-i cofjlfjf 'i^ 

== jFVH-icof.VilfV 



Quare pro vertice quolibet M, inter duos vertices 'Af, 2d' pofito, eft 
F«n-i cof. Af '-WP quantitas conftans. Sit pars quaelibet axis pp':=^^: erit etiam 



«n-i 



F-— YCofjtf^ATP quantitas conftans. ynde, aufto partium numero, in curva. 



r^n-i 



quae limes eft figurarum reftilinearum, quantitatis F-p-^-cofJlf-SfjP limes erit 



Ajcn-i 



quantitas conftans; feu ^(-r-y ' ^ eft quantitas conftans. 

Exemptum primum.^ Sit jP quantitas conftans, & » = 2: ^^^*^ j-"^ "^^^ 
proinde -^p = ^J cui aequationi fatisfacit linea refta. Generatim, pofito i^con- 

ftante, eft (rzj • x^ '^* 'J aequatio ad lineam reftam. . 

^xem^ 
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Extn^m faiunimi^ Sit F ipfi x proptirtionalis. Erit xQ2^^\ S ^ ^' 

Cafu particulari, quo » = — 2, fit ^^-t^^ 'd^ *^ ^^ ^^ ®^ aequatio curvae ge- 
nitricis folidi, quod refiftentiam omnium minimam patitur a fluido, in quo juxta 
direftionem axi rotationis parallelam movetur. 

§. 204. Loco fummae Fz^-^-P^z^ proponatur fumma F<p^ + l^cp«', qu» 
omnium minima efle debeat: pofitis 93., ipjs' fimilibus ipfarum Zj ^'fun^ioni- 
bus, talibus, ut ~l^« '^^T' ^^^^^ T^^ "^**^^ in quibug ^:s & ^2' funt 



etiam funftiones ipfarum 2 & i fimiles. 

Erit eodem modo F?rz~ + F^^^z t- = o* 

dv dv 

I^itur FTTZcoiMAB '= F*7iZ co^: A'MR Unde eadem feaa con- 
flxuftione, quae §. 503. dedticitur, quaiititatemjF7r;scof.Jlf-/lf/'efle conftantemj 
*j)r<Mnde in curva, quae Umes eft figurae reftilineae aMM'a£m''m!''. • ♦ ., eft 
iim.F7r— cof.ilf'iIfP, feu ^•'^(j-^-r quantitas conftans, Sit nempe 

2£ :=:"X(p~: erit Z omnium minimum, quando ^'^Ct-^^-t- «ft quantitas 

conftans. 

§.'205. Inveftigatio curvae maximi minimive proprietate praeditae paulo 

• * "■ 

aliter inftitui potuiflet modo fequente; illi admodum analogo, qui §. 185. i86. 
traditur, 

, • •• ■;/''•.•..•' 

Sit BB axis magnitudine datus , in partes quotcunque aequales m 
P, p\ P\ P^P"^/.. punftis divifus, * ' ' •''^ 

Agantiir perpendicUla BA, MP. JSiPi m'P\' M^P^ iH^T^^;. 

quae dicantur- ^, - y, y\ y\ y",. ^' ... 

& reftae AM. MM\ M^M", ^lii^l^y^' l(]l^\.,. 

quae dicantur z^ z\ ^\ •- r r^^ . V\.,. 

Quaeritur fumma F^9 + F^z ^j^F^^^z + F^^z'' + Flpz^. . . 

quae fit omnium minima; pofitis ^z^ ^z\ ^z^ 9^^ $^'' ••• 

fun^onibus fimilibus ipfius z tali- dffi« de« dfs' dA^T d«% 

diffe ' ^ — 



* • • 



bus , ut exponentes diflerentiales "Ji; * 'SiT * di; * dt; ' dv 

» 

.fiat. refpeftiTC 5r8$ , ^r»'^ , ^a'^ . ^w'^ , vz"^ 

' dy dt; d» di/ dw 

Q q Erit 



'» m m 



3o6 

Erit ideo FTfz^+F^TTZ^^+F-vrz-^^F-^Trz^^^r^z-^^ . . . « o. 

du dv • dv dv di; 

Hinc ^(F^vzcoLJItMP—FTrzco^.JIUB) 
dif 

do 
^CF'7rz''cot.lirM'P'-F''7rz'coLM'JitP) 

+ ^ CF"Trz"coLM"M''P''-'r7rz''coCatMy) 



o. 



du 



+ 
+ 



/ 



Omnes qviantitates mutabiles ^,^,;jf,y,y..^ fiant fimul confiantes, una 

excepta; ac proinde omnes exponentesdiiferentiales t^ > ^T^ » A^» TT" ••• finiuh 

evanefcant, unoexcepto. Erit, utprius, FnzcQHMAB = ^mz cx^Llf/t MP 

== J<^^<cof.fflW 
= FWcohffl"irp' 



Unde eaedem , ^uae prius , fluunt confequentiae. 

' ' ■ - ' • \ ' •' • ' 

Occurrunt quandoque cafus, qiiibus fatius efle videtur invefti^donem 

propofitam pofteriori modo aggredi; uti uno alterove exemplo oftendam. 

^. 206. Prohlemcu Omnibus uti in §. ao2. pofitis, quasritur figura 
BAMM^m!'..*A'B\ cujus area per perimetrum AMM'li^]if...A' divifa prae- 
teat quotum bmnium maximum. 

Pars quaelibet axis PP^ dicatur b. 

Erii ideo K''+^y+ay+^y+^y+^y+...+0 ^ ,^^, 

z+z+z +z +z +z +,.,. 



Wc 



30? 

^dV nv av nv lift / 



•\ 



dt; dr cb dtf di/ 



= (a+2y+ay'+2/+2y"+ay'^...) [fccof.M'MP-coCM^) 

+^(cof.M"M'p'— cof.ilf'MP) 
+4^(cof.Arflf'p'— Cc^Cm^M^P') 



Ltf 

+^"(cof.M"'M"P-cof.M"M'p'' 



+ScQf.M''M'>)'-cpf.M':hrP"') 



4- « « . ^ . » 

+ -----] 

Omnes quantitates mutabiles fiant fimul conftantes , una excepta : erit 
,+ a +« +2 +a +... ^ cof.iK'MP-cof.M^5 



T" • • • 



iH-2t/+21f '+2y"+21f'"+21f + • • • . 

«= conjlf'!/w'p'— cof.M'MP 
=^ cof,M"MV— conM^M^P' 

== Qof.MVp-cof.M^':M>" 



Quare pro vertice quolibet M.duobus verticibus 'm, m' interjacente eft 

cof.M'MP-cof.M'M'P = Jt^'t^"t'yt;'^ 

^quatio haec locum habet» quicunque fit numerus laterum figurae. Axis igi- 
tur BB* dividatur in partes quotcunque aequales, qiiarum gu^elibet fit Ajt: erit 

^H-om coCM'MP — cof.M'Mf'P z+z +z'+z'+z "+... n..n^^ Xr t^r;^ 

etiam -• — — « __^ — . — ^ — ,^7 — -. — tt: — r. Quare&prio- 

. ^oc ^Qa+2y+2y +2y +2y +2y +...) 

ris quantitatis limes aequalis eft limiti pofterioris: unde in curvji, propofita 
. i Qq a maxl- 



I 



I 



3o8 



3x^ P 



maximi proprietate prsedita, eft (§. 192. lObf. 3.) -j~ = — ( denotantibus i^ 

& 5 perimetrum & arcum figur*)'. Ptoindeliri curvra propofita radius curva- 
turae eft conftans; ideoque haec curva eft circumferentia circuli. 

jSterum exemplum. Sit S punftum aliquod in ji axe BB' produfto , per quod 
ducatur refta ;pfi BB' perjketidicularis ; requiritur, ut centrum gravitatis peri- 
metri AMM'M"llifM'\ ... fit refpeftu hujus perpendicularis ^omnium maxime 
depreflum. * 

Diftantige SB, SP, SP, SP\ SP^, SP\ vocentur refpeftive 

I « M IV 

z + z + z + z +»+••• 

Compendii caufa munerator & denominator hujus fraftionis vocentur M& P 

refpeftive. 

Erit P({b+e)^JKe+i')^+ (^ V)4i+(/+0^-^+('"+0^+ . . .) ; 



dv 



IV 



JnAcoLPMA - cef.pyM) 

+^(cof.i*Vilf-cof:p'iliV) 
av 

■\-S (cof.p ii£V-cof.p"iifV) 

QV 



feuK^((^Ocof.PM^-(H-*')cof.p'Af'ill) 

+^'((f+/)cof.p'j||'iif-(fV)cof.pVV) 
dv 

+&'+/)cf>f.pVilf '- (f V)cpf.p"iif"iii') - 

+ 51((f "+* ') cof.p W- (f '+«") cof.p W) 
eU; 

"+-'---.--- + 

+ - - - - - - - + 

Omnes quantitates mutabiles y, jf', y, y", y'\ . . fiant fimul conftantes praeter 
unam: erit pro vertice quolibet M, cui refpondet abfciiTa p«, & qui vertices 
inter M^ Jlf^^jacet^ 



d// 



+^(coCPMV.cof.p'ifV) 
dv 
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P((ajc-A*)oof.PM'M— (aJH-Ajf)cof.P'M'M) » M(co£PM'M-cof.P'M'M); 

ideoque 
p^ ^cof.PM'M.cof.P'M'M _^,,rPM'MW.P'M'M\\=M<'of ™ 'Mj^f'P ' W'M. 

unde & limites funt inter fe aequales , nempe 

ddy ddy 

> da» . dy\ da:» 

Igitar ,P.% =*CC+|) 




7,Px-M 



unde ^ s ^^ ---. • 

• ds yi{2Px-My'MSidC!) 

Obfirvatio. In duobus his exemplis maxuni minimive proprietas intra 11- 
mites datps continetur, atque ad partem tantum curvse inter gunfta data ^& 
A comprehenfam pertinet. Quoti fcilicet — , -^, quatenus curva intra hos li-^ 
mites continetur, tanquam imnunutati fpeftantur. 

§. 207. Figura propofita, five re6lilinea , fi ve curvilinea , referatur ad pun- 
ftum aliquod tanquam focum. Invefligatio niaximi minimive eodem fere moda 
inftituitur. 

Problma. Sit 5 punftum pofitione datum; pofitione paritiet dentur duo JE1g.d2« 
punfta A & A\ Centro S radiis 5^, SA defcribantur circuli, qui reftae cui- 
cunque per S duftae iri B & B' occurrant. Centro S^ radio quolibet SP inter 
SB, SB' medio, defcribatur circulus. Sint F, F^ coefficientes magnitudine 
dati. In eircumferentia radii SP aflignandum fit M punftum fic, ut fumma 
J'X-4iIf+ F'x-<:^'lf fit om^ium minima. 

Sint SA=a, SA'=a\ SM^ b, ASMzsy^ JSM'^y\ AM^Zy AM^z\ 

Erit ideo FYsZ + i^x» = minimo; 



hinc ^x^ + i^x^' ^o. 
w dt; 



Qq 3 Atqui 



^ ._ 



3IO 



Ataui «« = «« — 5a4cof.y + bb, 
2;;^ =3 aa — zabcouy + A& 



, abCin.U'^ 

df a . , dv 

ideoque ,,. .dv 

^ = JL = Jfm.SJIW'^. 

dy ^ dt/ 

Quare FXofm.5'^JIfx^ + F^xbCuuSMJx^ = o. 

dy do 

Sed y + y' = -««S"^' = dato; ergo ^ + % = o. Proinde ^x aria.S^M » 

I ^ . du dw 

F Xbrm.SMyf. 

F^.63. Refta 5fi' dividatur in partes quotcunque aequales in punftis P, P., p^ 

P', P\ . . Centro5, radiis SP, SP'y SP', SP", SP"\ . . defcribantur circuli; 
fmt -F, F*, r, F\ F\ . . totidem cofefficientes dati. Ut fumma 

FxJM + F^xMM: ^F^xM^M' ■\'F'xM''M'-{. rxM^M"^ . . . fit omnium 
ininima, debet Q^e FXSAim.SAM — f' x <SMfm.<SAfM' 

* ^ 

= F"x5M'fln.5M'M* • 

= f^xsmTiq.sm'^!' 

= F"'x5M"fm.5M'M'' 

Hinc pro vertice quolibetM, duos inter !m, M'pofito, efl:FX5MXfin.,SMJ<f' 
4ttantitas conftans. 

Ab foco .S concipiatur aaa 5q ipfi MM perpendicularis ; erit F X SQ quan- 
titas conflans. 

Quottiam FxSMX fin.5MM' eft quantitas conftans; limes etiam quantitatis 
hujus eft quantitas conftans: proinde, aufto partium numero, in curva, q^je 
limes eft figurae reftifmeae jiMM'M"M\ . . per M dufta tangente MT, in quam 
denrittatur perpendiculum 5Q, eft FxSMrm.SMr =i FxSCl quantitas con- 
flans. 

Pofito igitur g- = ^*-^!» denotante cp* funftionem aUquam diftantiK -FiSr: ' 

curva, 



3" 

curva, in qua'Z efl: minima, ea efl;, ad quam (px x SM£iTk.SMTy feu ^x x SQi^ 
eft quantitas conftans. ^ 

Seholium^ Exemplum hoc refertur ad minimum quoddam , quod in motu 
projeftilium circa centrum aliquod revolutorum locum habet Nempe quoties- 
cunque velocitas horum projeftilium eft funftio aliqua diftantiae eorum a centro 

revolutionis, quae dicatur ^; fafto — =5 /^zf , eft -Z in curva defcripta omnium' 

ax ax 

minimum. Etenim ^x£Q eft quantitas conftans per legem arearum a Kef« 
LERo deteftam, & a Newtono demonftratam. (Vid. Evlkki Methodus invem 
niendi Hneas eurvas maximi minimive proprietaU gaudentes. Additamentum 2*) 

§. 208« In exemplo praecedente ponebam , radios veftores aequalibus dif;' 
ferentiis crefcere. Inveftigatio ^J^^. fit eodem modo, pofito angulos ad fo- 
cum aequalibus differentiis variare. 

Angulus conftans JSU. dicatur «; & dcbcat efle i^+F^a^+J^a^+FV+ir*'^^». Kg.64. 

^»...:.,», maxima 
ommum ^^^, 

Hinc v^ + B"^ + r^ + r^^ + P-^-^- , . . = o. 

dt» dt/ d«/ di; dw 

Radii SA^ SM, SSf', SM"» SAf^ SM'\ . . 
dicantur «, y, y', y", y", y" .... refpeftive. 

Quoniam ai«=«flfin.«A+(y-acof.a)* fit i ra^cof-SilW 

dy dw 



»'a'=^yfin.»«r+^'-ycof.«)* ^«^'coWjlf^Jf-^coCCtf+KilfUf) 

«V=y'y'fm.»«+(y''-y'cof.*)» ^=^^co[.SM'M'~^coCi»-hSM'2t) 

»V=yVrm.«4+(y -yW.*)* ^=^cof.5A/VA'cof. (<H-SAiV) 

»'«VyTm.»*+(y"'.y-cof.*)» ^ ^^^^loCSM^^if-^f.C^M^M^ 



m ) 



unde 
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CLv 

+ ^(F*co(.SM'M^F'coi.C<i+SAt'M)) 

+ ^(rcoLSM'M'-^F'"coi.i<i+SJirM")) \ 



+ &F'cot.SM"M''-F*''co(.(a+SM"'M')) 

•f-*'«-« • m m m 

+ . . - - . . 



= o. 



Omnes quantitates mutabiles y, y', y\ y", y'^ . . fiant fimul conflaintes, una 
«xcepta: erit pro vertice quolibet ^, duobus *-Af, ^' interjacente , 
Fcof.SM'M = i^cof.(tf+SM'M) = ^F^coLSNlM'. 

Exemplum. Sit F=: f^= F^^zF^^ F^\..: erit Fcof.SM'M= — FcoCSMM'; 
ideoque cof.SM'M=3 — cof.SMM'; SMM'= i8o^— SM'M: proinde punfta 'M, 
M, M' jacent in direftum ; & tota via AM]U!M"M^ . • . cft linea refb. 

Dividatur angulus AFjf in partes quotcunque invicem aequales, quarum 

quaevis dicatur ^; & fit f' quantitas mutabilis ab x dependens, ita ut fit 
«I j^, Ax &F , Lx^ ddF . 

I ax 1.2 Ax^ 
Erit i?'cof.SM'M « (i?'+^.^+^'.^+ . . .)cof.(tf+SM'M); 

JL (XX L.2/ CiX 

unde 

/^(coCSM-M-coCCo+SM^M)) « C^.4^+^*.^+...>of.(«+SM'M) 

«.coCSM'M-cof,(a+-SM'M) rdF, £m ddF , Ax^ d^P ' \ rr .cTui'iur\ 

^ T-^ ^ = ( -T- H j-2 + -r-B- +••• Jcof- (*+SM M). 

Ax Vdjc i.a d** 1.3.3 3Je^ -^ 

Quare 6c membrorum aequationis hujus limites fuiit invicem aequales; nempe 

d.^ 

-17-^ «4?.^. 

d* d* d«' » 

d.^ 

■^ ^ = C. Itaque r«s ad calculum ifttegralem femper 

■ reducitur. . 

Ex aequatione $ » £ deducitur ~ = ^ 

^ ^ F " "" dy r(FF-CCyy) 

§. ao9. 



-i-.N 



3ii 

tarunu 
: BabUm. Qnuttbiis uU §. 30:2« pbfitis» ^ierHilr fumnu . , 



* «1 



•(yt^')+»"(yW+*"(yW +;. . ' « SS- 



Erit idco $^(«+«'+(«+f)co£i?iW-(^')coCP'JH'iir) ^*** 

Qfl. . I ,•,-■.. . ' 



+ ^(«V+C^')*»!:^'* 'Jif-(y V^cotP^ilfiir') 
+ ^(«•+»>(y V) coi/^iB^Jir-Cy "4^^ cof.i^iH "« • 

+ ^%-+»'^^V)coi:i^ir«'--(/^^^ 

'.'.;'.' .. .+ ,-; , V. . ". r . ' ..':"■ 'i' l ^" . '■': ; •-•■• ' 

. Qmdes jjHaritijta^^? mutabiLesjrr.y',,/» ir"» y."- '*. ^^ ^""^ conftantes» 
ttna excepta; firit.pro rertice ^uolibet JH, inter duos yertices 'M, M' compre- 
henfo. ^(«+V+<y4^)co£PkM~Cy+*')c<4P'k'M) - Q. 



• • • . I »» 



, , Ax dv .^Jf* ddy . Aje3 d^tf , . • 

*^ I dx^ 1.2 dx» i.a.3 a*^ 



!M-cof.P'M'M> 



• w 



^•^ . ^(co£PM'M-<of.P'M'M) 



& limes femiffis hUjub-^oantitatis eft 2ero;. nem^ 
d«_„if^! ^.^«o, ifctt-if-». 42^-=o: ideoque 

I 

If —«x^^^ss o: ;£ = C: ^« —.- Unde res td calculum 

R r Sit 



ttegralem 



—^m 



« 1 
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Zfy: omnim niaisdtAir, 



y 



Erit ^(7iy(»+2')+'C<p«H-(f^>cof. PlH'M—{(^+^yycoi,P 'M 'M^ 
.av . . 



I ♦ 



k A - 



+ ^(7ryXz'+z'')Hfy+^')coL P 'M^M-i^^+^-yco&JlfM*) 

+$L(^V+*")+(<i>yW)cof./'"Jir"j»w<fy'-Hy")cof.i>-if*iHi 



't « V ' • » 



■ - » 1 



+ ^(^ v+«"') ■* (<»>y"-H>y") cof-rjwx-(<Ry'+w"') cof.p'^jif '"Jtr) 



O* 



^ ^ • - * - ^ ... 

Hinc pofitis qmnlbus quantitatiblis mut^ilibus *y, y\^\f, y, y^ .. fimul 
conftantibus, piraeter unam, ^fit pro vertice quolibet M, duoliijs :*M, M' inter* 
' jacente, ^y{z\z')Ar{(!^\^^^ « o^ 



X dx 1^2 ^d^,* 



• I 



< fc 



w 



+^.^i+^;^V... 



V * 






Ergo 



, ^(^^+^conPg^MlI^^^feoCEH^H+ctPte-H) 



« t 



+ ^ ^(coCPM'M-cof.P'M'M) 



Unde & limes dinuduB hujua i^uantitat»} a o.; Qftpa^ 

ddy 
d» ^ d«a 



7»y 



■ 1 .ai 



dz-\3 



Qi) 



-^i -■§.=- 



^ 



^ 
ddc 



ddy 

(di) '' 



wy 



I.' 



3^5 






•^ 



53t vdo:^ 



tandcmque ^-^ * ^» °^ d« * i»' 



dx. 



tt ^»'^«9, -;? eft <»|uut]ffl maxima 



I, 



v>'>' 



dx 
da 



9y 



§. aio. Inveftigatio eoaem mo^o inftituitur in cotns ad focum aUqwm 

relatis. 

Sint nempe y, y', y', y", y". • • wdii veftbr^,-qu^^ angulus con- 
ftans * comprehenditur ; & debeat effe " - ■ "ly: -^' '-• "^ : . , • 

Erit ^(^K*^2H(<P»^<M')cof.5«ifr-(<p^')poIX^^ 

du " - - ' 



^' 



'>K<M^Hy' 



w • 



+ ^(^V+a'")+(w'-^'^<»f-^^"^''-<^^"'^"^*^^^(''^^-™^ 

dv , 

• • • . ' . ♦ 

+ ff ^V+» :>K<py W) cor.sMH$/^;.y ) cof.(<H^^iif "Jh") )' 



s O. 



» I» :l 



C.' 



i: 



• rn. 



'»1 . f* * 



r « 



Unde pro quolibet vertice M, duos inter 'Af, M' comprehenfo , eft 

•» • * 

Hinc 



^ » 



\. >. > 



►r.s»irtst 



» • 



r 



1.2 d^'* 



+ - 



Kr ;f 



•* 



Ideo^ 



). 



f 



I 



^ldeoque etiam 

^*"!:^ d^^* • • • • • o 

Ideo & limes quantitafls hujus efl zero. 



V 



© 



^^(•S-l-D+«^^ 



j-.y '"^d.'.'» 



diNT 



nSc) 



..V • !• ' <:r. 






da^ 



« • t 



~0' 



•^U-^ + W /-dZN» 



' Haftenus difta pertinent ad methodum JJJ^^^l^ abfolutam; feu eam, 
in qua curvis aut figuris propofitis nuUa proprietas communis tribmtur. Transeo 
ad exempla, quibfis non int€r oimies abfolute fignras vel curvas, fed eas inter, 
qu3e data quadam^proprietafe commuifi gaudeant, qudefituf figura vd curva, 
^^\ml Pr^rietate aUqua praedita. 

fi&65- §• 2i<< Probtma. Sint A^ A duo pun^ pofidone ^ta, relata ad re- 
6lam(j9tB'-.per d^niffii iBvam fserpendkula v£9y AB\. knBB\ in tres partes 
«quales divifo in punftis P, p , perpendiculares in his punftis conftituantor 
red» PMf PM\ Quaeruatiur earum :pun£ta M &. Bt: ut fumma re£hatim 
jiM, MM\ MlJ detur nijigni^clinej & fpatium BAMM'B'A fit omnium ma- 
ximum. 



-^ 



\<Ji7 dvy 



3x7 

«+«'+»" = dato ^^ «+«'+«• = dato 
*^* **^ i(»fj^2y'+«^ = mfudmo y + y* = maxiao. 

Atqui g = ^cofJlfi«F 

ds 

dt; 

S^ = ^^'coU'M'p', 
- S; dw • 

^(cof.Mi«B— cof.Ar'jlfP)+^(cof.Jlf'ACP— coi:^'iJf'p') = o 

^ + ^ =0/ 

df do I 

Hioc cof.AfilB-rCof.Jlf 'AfP = caf.Jlf'j|(fP--cof.^'Af>'» 

Dividator axis BB* in partes quotcunque sequales, quarnm quaevis dica- Rg.6i. 

ttar hx\ in P, p', P"; P% P". . . punftis; ex quibus agantur reflae- ipfi BB' 

perpendiccdares. Sumnia 2+» + «+»+«+..» magnttudine data; maxi- 

'ma eft fumma Aaf (a+3y+2y'+ay'+i^'+ay"'+ . . .), quando 

coi:jM:iiB— cof.Af'jIfP =- cof.JIf'jIf P— cof.Jf"j|f'p' 

= cof.JIf'Af'p'-Af"Af>'' 

« eofJlf"jlf •p"-^f.Jlf^5lf"p'" 



Pro qnofibet fgitur vertice M , duos inter "M , M' pofito , eft cof.M "iw'?— cof.M^MP 



1« » ii 



^uantitas conftans, mnnente Ajf eadem j[, proinde & cof. i^ — , pariter-^ 

^e limes eji(s, hoc eft (§r 192« Qbf. j.)» /dz\3 ^^ ^antitas conftan6> Quare 

Rr 3 inter 



■tacf^rs 
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iiiter curvas, data perimetro tettriinatai?, eat tnaximam cothpreheiiclit aream, 
cujus radius curvaturae eft datae magnitudinis ; ac proinde curva haeceff dr- 
cumferentia circulii uti methodo meoe 'elementari demoiiftrarf pot6ft.r 



Quoniam -r^ 3 



(^y dx' C"' "*"" d» c 



Hinc deducitur -j- = ^^^^ tJ, r 

dy r(CC-(C'+y)») 



dx 



; jc=:C*-r(CC-(C:'fy)*):' unde 
CC=»(C"— af)*+(C'— y)*, quae eft etiam aequatio circumferentiae circuli. 

§. 212. Probkma. Perimetro -4MM'^' magpitudine data; requiritur, ut 
folidum gyratione figuraa BAMm!a'b' circa axem BB^ genitiim fit omnium 
maximum« , 

Erit ideo ' » + a' -f a* cs dato 



II. II. i %y 



feu 



Hinc 



feu 



« + « + ^ 

d« . ds' g d^" 
di; StT dt; 



B dato 
ss maximo. 

=s O 



• • 



(co{.JIUB 



+ ^(cof.JWjlfP-.cof.^ilf'/»') 
dt; 



= 



& |('H-4rhy')+g'(yf4y'+«') 






n,i<i..o cof.itf^B-cof.M'jWP cof.M'MP-cof.^Vp 

VdU4i^ ; — - — - — t =« ■ — ' r-:—i • 

^+4y+y y+4y + « 

Dividatur axis BB' in partes quotcunque aequales in P, P^ i^, i^,'/*'\ .* 
punftis: erit pro dato partium nmnero, & pro vertice quolibetM, duois inter 

cof.M'M'P— cof.M'MP ' 



M, M' comprehenfo, 



y+4y+y 



r- 



■Wi^ 



quantitas conftans; t>roinde & 



quaa* 



A 



^ ir -~^«fc 
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jBiMiititas coCMW-^^f-?^'^; pariterque ejqs Jimee eft quantitas conftans. 
Atflui limes hic eft -S^ X^. In curva igitur longitudine data, quae circa 

ddy> 

axem 55* rotata maximum gienerat fdfidwn, eft ti^x— qu3edam quantitas 

conftans; feu reftangulum fvib refta axi huic ordinatim applicata & fub radio 
curvaturae femper eft idem. 



Sit -T^x-»^: ent 



O " ^'''- 



dxdx* 

(dXN3 
35/ 



^y 



cc 



do: 



d^ 



fm.Pilf7. 



Unde res ad calculum integralem redudtur. 

SchoKum. Curva problemate hoc detenninata dicitur eh^iea. 

m 

' .§. »13., Ga^ratim, Sit »+«'+'»''+• »''+«"4-. . . magnttudine dataf 

&fumma (<p«M^)+(<py+<py')+(i^'+<fiy')+(#"+<i>y")+ 

feu fumma (py + «py' + w' + <Fy" + ^"+ • • • debeat effe omnium maxima. 

dz" - ■ •" 

dt; 



f di^. du 



+ 






Wf 



,dl+^y'V+^y 



d2 



du 



+^/^+:^"$:+ 



dt; 



dv 



» ■ 



= o. 



Unde ^(cof.PM^-cof.P'J»'iSf) 
av 

+ ^Vcof./^JIf'iH-cof.P''JH'J^') 
dv 

+ ^(cor/^ir-jif "-cof.p"JH:^»^^ 

. dt; 



o. 



Omnes 



« •■ 



%T> 



3^ 

. * - • 

Omnes quantitates mntabiles y; y\ y\ y* 9". < . fiant fimul' c<mftaates, pnelBC 
■ duas. Erit cof-PMA~cof.P'M'M ^ cof.P'M'M~coLP'M''M* 

cor.P"M''M'— cof.P'"M"M' 
cof.P''M"M'-cof.P"M"'M" 



i^ 



wy 



Hinc pro vertice quolibet M, duobus 'M, M' interjacente ,' eft 
cof.PMM-cof.P'M'M quantitas coaftans, a qua^titate Ax pendens; proinde & 

mi<infifoc. coCPM'M— cof.PM'M ^« •i.^-„^ i:^^- ^«„- «^t^n^ ^^ -,11. 
quantitas , pariterque lunes ejus^ nempe ^^3 ' eit 

quantitas conftans C 



Hjc da:^ ^ dff 



d0 



dx 



ideoque ^ es C-i-C^; feu ^ «» C + C|)y «b fin.PJ[f7: Unde reff ad calculum 

integralem reducitur. 

In curva igitur , cujus perimeter magnitu<fine datur , li fuerit ;r: = W J 
funftio Z fit ommum maxima, quando radius curvaturae eft in ratieite inveria 
quantitatis 9jy feu ^, feu quando fin.P-Hr= ^ ^ C'^C^. . 

$. 214. Omnibus uti §. 211. pofitis, requirltur» ut momentum figurae 
BAMStAB^ refpeftu linese DD* ipfi BB^ perpendlcularis fit omniiun maximum. 
"^tf^ Sint AD, AtD\ M^, J»'Q ipfi DD' perpendiculares. 

Lmma. Momentiim trapezii BAXP refpeftu reftae DD\ lateribus ejus AB» 
JHPparailelae, proportionale eft fumma {ABi2AD^-MQ;^fMP(jxBIQ^ADi)BP. 

SmtAD^b,A'D'^b',Mq,^e,M'q;<rze', 

Igitur z + z' + z' = dato 
fl(26+0+y(a«+*)+yCa<+<')+>''(2*'+*)+y'(a/+6')4-a'(34V) .« maximo, 

feu y(,b+ne+e')+y'(e+^'+b') s max. ' 

Hiac 






3at 



dy- 



^ 



,4«»l 



Hjftc ^(cof.PMA— cof.PM'M) +^(coCFJM 



tmml 



M') 



^(6+4^ + 



+ ^'+>'+*'> •• 



V i 



as O. 



j*«i 



l«vti 



ln T«vl 



Ideoque 



cof.PMA-cof.PMM_ cof.P'MM~cof.B'AM 






Hinc axe BB* divifo in partes quotc^nque aetjuales, quanim qtidellbet fit "C^^r 
Ax; & pofita SP^x: erit pro vertice quolibet M, duos inter *M, M" fito. 



co£PM"M-cof.PjM:M ^^^.^ ^^^. quare.tiaxn ?2Cm"M-K:of.P'M'M 



6xAjip 



d^ 



xAx 



«tque ejus Bmcs eft qu«dam conlttniij hmpe "-^^ sh C: ac proiiide diffi 



ii 



. . • . ( 
» .. ■ » 

cultas. curvani.propofitam determinandi FHfttidfet ab imperfeftione calculi inte« 
gralis» .. • 

. C)adem difi^jciultas [^ /ofTQrt: fi, data perimetro, fuerit t— = -^ X fy; & 



«* • • • 



C, feu 



«V 



^ c 



debeat efle 2 dmnium maxinia. Erit enim ^ ^d2.v^ 

ddv , . 

•~^ =5 CFy^ vry , cujus integratid in terminis finitis deilderatun 

'"^^ $* ii^s; ' Quodfi^figurge/ fivejtfe'^^^^^^ Vive ^^iViUneae; ad punftum aU- 
quod referuntur; mddus procedendl non erit inultum, diyerfiis. 



'i ■ 1 



Sit «S^focus, ad^quem figura refertur per radios veftores ^Af SM, 3M\ fig.6^, 
S^ff Sif. . . Data pcjrimetro AMM*]MCAf . . . figura SAMM^nfM'' . . . de- 
beat effe orn|iium'maxima. ■* Siht an^ ASM^ MfiJifi^^Jl^^^^f^Jiffi^^ • ., 
mvicem ^^uales, qui dicantur «. .r . ^ ^ 

Erit « + «' + a" 4- ^f" + a^^+s . . =a dato ^ ' ^. 

fin.i<i!y+>y'+yy+ry''+yy>; . . = mMJdmo. 

d2; . ds' . d:5* . d:^"' . d:^' 



»^. 



WlSf^S-^ "^ dJ*^d» "*^ dJr^fr-dir "^: 



•••:!,f: 



ss. o 



' C 



* « 



Ss 



feii 



,/- 



m 

ipu ^(cqt«JM~cof.(ar^i»)) 
+ ^(cof.5;if''7H'-Qof.(«H-5JH"JIf)) 



' ■ 



+ S$L(bof.Jfjrf''^cof.(i+5iir*jH"')) 

+ -r----- 

t 

Item. |(*t3,')+|<5Hl^H|'(y V)+|"(/V)+ . . . « o 

. : : • Omn*us igitur^quantitatibus wi|abilibpi.^„ jf', ^Vy", y% , . pnet^ duas, 

pofitis conflantibus, fit cof^-»^of«W^^) ^ cof.^.^' Jf ■ cof.(«+5Jf 'Jg') 

•■•=■ • ■"■■ - .■":•'• .K •iJ .•. :,«f+y; ; . ' . .y+y' 7— 

_ cof.aH'jf '- cofCtf +5jrif ' ) 

3, ' y 

^ cof.5'iir^jf i 6bf .fa+yjg"jy ) 

II . — ■ ■ ^ 

y+y 

Quare pro viticf^ quovls Jlf, duos inter '^, M' jacente. ^t' 

cof^MM'— cof.( Ajg+^Jtf'Jtf) 

AjtCy+y") ' quantitas cpnftans: proinde & limes quandtatai 



hujrus duplae cpnlbms eft. nemne ^ ^ -..: u • r 




» 
I 



tisfecit circumferentia cifculi (§, 196.). ' ' ' ": 

' ; $;ai6. G«iTfl«« fit^ » + V.,+ y/^+ a" + «'*+.. . .s clat^ ' ' 

A^r:^^ ■ * ^' & ^^ l»^l«» qusmtitotis, .pemp^ 

Proinde rate c»mtu« eff m mi(«4- ffl^ i^ ^^^gi i^iA. 
^^- .'. §.«7. 






3»3. 

§. 317. ^mra refen^tiir. ad aliquem.axem per coocdiiiittM reAjUoeas^ de 

proponantur duae aequationes 

«y + <Ry' + 4>y" + 4>y" + «Rr" + . • • = maxiao. 

erit ^(a^+i^cofJ»i«f!iK-iy'Q(£/>'ir'JH) . ^*8*'' 



+ ^'c«y +i^'cof.P'ilf'Jir-iiyW.P*iH''JH') 

df ee o 

+ $L(a'V+l^"cof.i»'J»'jr^i^-cof.f"if"if'> ' 
di; ^ 

lu. fit ^/-y+a^cofPWM-^^pWM _ ^. ... 

Atqui i^'=iy*'-j5'+— i]^-+iir3iu5"^ • • • * ^ 

^^iry(cof.PM'M-cof.P'M'M)-^^cof.P'M'M^^cof.P'M'M-... 

Quare -: — ' ^ .. . ^. '"".^ ! ^^ 

Quare & limes bujus quantitatis eft quantitas conftans: unde fit 

di '^^ . 

dy Ay .^i^ 

..fe^ • Y**V «^ : ' 

d« nJ»/ 

ddB 

^ m . ' ?!+^ s fiQtPJlTr. Unde res ad calculum in- . 

d« fy tegralem redit. 

Ss» -Sit 



^ 
I 



« 



I 
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-Sit nempe 'iT ftmftioaliqua conutiunijs ejuisinodi , ut 



dx 

dZ" 



E^' 



et fit ZVaMa quaedam .fun6tio taiiSj ut ^s= «y:- 
- • • • ' . d* ■ 

Funftio -Z' fit omniinri maxmia , quaiido ^ =* — F"^' 

Exmphm prifmm. Superficies folidi rotatione curvae alicujus clrca axem 
BB' geniti detur magnitudine; ^ area ctervae genittids^dcheat effe omnium 
maxima. 



Erit 



d2 
dx 

dz; 

d* 






•^ ^ s 



^ • 



ds 



; qiwe eft. eequatio -ad- rmeam reftani 
^ cafu, quoC* = o. 



Eocemptum fieundum. Superficies folidi rotatione curvae alicujus circa axejn 
BB' geniti dctur xnagnitudine j ^ capacitas folidi debeat effe omnium maxima. 

dZ _ ,,d« ' . 

Efit <^ *^ : ^ = Q^y— ^ ; quae cft aequatio ad circumferentiam dr- 



d;^ 



dz 



culi cafu, quo Cf ^o. 



• 1 ' * 

§. 218. Probkma. Inter figuras ejusdem perimetri eam determtnare, 

cujus centrum gravitatis fit omnium maxime depreflum refpeftu alicujus reft» 
axi eius perpendicularis. 

Itaque eft^ z -^; z + z' + z" + ;«*''+ • • • =" ^^^ 

5 fl + ay + ay' + 3/ + ay" + »y"+ • . • . 

iT,.^- <l8 , da' , d«* , d«" , Az" , — , *» 

^"^ dtr + sr + ai? + $r+-ai;+-"- = ^ 

5(|(ft+4r+c')+^(r+4rV')+^*'+4''-**")+$r(''+4''+f'^ + . • • 



d(r 



Kl + !•■+*' 



4. dy 

dt^ ^ST 



*|" • • • • I 



f 



^.. 



r i 



IBnc 



i 



^ 
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Hinc |?-(cof.PiiW-cof./>'ilf'if) 

Ofi 

+ $'ccof.i'jf'ir-cofj^jifjif •) 



k." w • I* w»! n n» «« <* va-''i 






III 



+ 9£4cof.i^Jlf"Jf''-cof.P"itf"'JH") , , 

+ 

, .^ cof.PM'M— cof.P'M'M n 

Igltur 0.1 . . \ An;f = ^ 

cof.PM'M-cof.P'M'M —^ 

pariterque lim. ^x s= Cj feu -g|2! = C(5jf -JIO: 

5('*+4jH-:c')-6M (35) / 

unde ^ = CdS-xx-Jajc-C'). 

Hoc exemplo ad curvam translab» fi'j]r''x.'j]^~"*y> -3-— *• &P0* 

ddy 

fita' Z magnitudme data, -y fit ommum maxmia , quando -^— ^ sC. 

Eodem modo traftari poflimt aliae' formul® , quibus fit -^ = maxima, 

pofitis^ • Std imperfefta calculi integralis conditio obftat, quo- 

-p = ^y minus inde poffit determinatio curvae deduci. 

§. 219. Probkfna. Magnitudine detur perimeter wAMAf 'ill^Af^ . • . .; fed Fig.6x. 
centrum gravitatis ejus refpeftu alicujus reftae axi BB perpendicularis debeat 
efie omnium maxime deprefium. ' 

Eft ideo :5 + «' + ^5" + V* + a" + . • . = dato 

2(i+0+*'(^+^')+^''(f'+0+*"'C^"+^")+ • • • = maxima 

Hmc — + —-+ — + -_ + _ + . .. = 
dt; av av cjj av 

(^K)^+(^fr')^V (* V&+C'''+'">^" +.... = o 
dt/ ^ dy ^UT dw 

Ss a «ty 



f 
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+ g<cof.pWAf-cof.pVAf') +^(c+i')coLp'M'nf'(c'-hc')coip^M'Mi 

+^(cof.pw-cof.p-iMVr=o; +^((*V)cof.p'ii/iw':(/+ocof.PVii') =.0. 

+ ^(cof.P V«"- co£p W) + ^((/+f-)cof.P Vw*- (^V/>of.i^« V> 

Omnes quantitates mutabUes y, y', /, y", /'. . . fiant fimul conftantes, 
duabus exceptis; erit pro vertice quoHbetM, duos inter 'M, M*fito, 

cof.P M'M~cof.P'M'M ■ . 

('^*)cof.PM'M--(JH-*W.PM'M «iuantitas.conftans ab i^ pendens; f<.u 

[ cof.PM'M>-cof.P'M'M ft 

a*(cof.PM'M^of.P"M'M)-A;f(cof.PM'M+cof.P'M'M) ^^^^ conftans : 



cof.PM'M— cof.P'M'M' 



proinde ■. ^^„1 



_cof.PM'M— coCP-M-M . rm»-»». rnu»..;^" Ic 
^ ^ -(cof.PM M+cof.P M M) * ^ 



* » 



unde & limes hujus quantitatis, nempe 






/■dt \i dx 
\dx/ 




dz 



C 

dy_ C 



coCPifr 



d» *-C 

dy_ C 

d* >^((«-c)«-cc'y 



Hoc 
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traaslato. eft^. ^, 

dt 



dx dx * 



et poiita Z magnitudine data» 2* fit onuiium maxima, quando ^ = _^. 
Exemplum hoc refertur ad cunram cotenariam diftam. 

§. 320. Exempla haftenus prop6frta..fufficiuttt, ut tirones videaht, quo- 
modo quaeftiones illis fimiles, quae evolijitae fuerunt, ad principia limitum pof^ 
fmt reduci; & ut mtelligant, methodos a mathematicis huic quaeftionum ge- 
neri folvendo applicatas fpeftari debere tanquam compendia, folutioni brevius 
confequendae apta. Quoniam autm methodi hae admodum funt generales , & 
iis quoque funftionibus applicantur, quae exponentes diflferentiales altiorum or- 
dinum' involvunt; quaedam adhuc exempla faciUim;! expllcabo, quse.fecundi si- 
tiorumve ordiniun exponentes attingunt 

> 

^** d^ * (d^)"' ^ q«»ratur ftmaiq Z talis, ut fifr omnium inaxima. 
Quohiam ^^ « lim,^,; • ' ' --: '- - 

fiat Z' = (V-3y+y> Erit ^'= «(V-ay-H^X^ii-a^ + ^^^ 

4- (y-ay V)» .. i . 4- «(y-Jiy V>r^-2^'+^'^ 

;• ^^dv dv ^dvJ 



= o 



+ (y-ay+y ) 

+,-•-' - 
+ • - . .- 



+ " 

+ 
+ 



(,-..,vX|-4"+^) 



» 

Hinc omnihus quantitatibus mutabilibus y, y, 'y\ y", /, y\ . , faftis fimul 
cottftantibus, unaexcepta; fit pro quantitate quacunque mutabili y, inter quan- 
titaitiesV, y media, (V-»«+y')-^-fl(«-^Wj°-«+rv-2v''+«^T-' =» b. 



Fiant 



. m*» ■ » _ji|fc.a,a>Mafc-^^.-i^ 






) 



328 

Fiant <V— ^y +yy'^^ =^ 'Q 



(y — 3y'4.yy-i =3 Q: crit ^"Qsso; unde ^3!;==o,*& quantitatis huju^ 
limes, nempe ^ = o: unde gf = CN-i; Q^Cn-i+CN-ik = (p)'"^, & 

I . . II 



an-i 
9 a»-! 



Proinde pofito.^ = (^)", fit Z omnium maximum, fi fiwrit 

y = /+«+!^,J?li(C'W+N-jCr)n-i, 

« 2»-I 

Eodem-modo, fi fit ^ = (0)": erit * 



manifejla efl: pro guolibe 



SJHI 

(C'N+C'N-ijt+|C^«xa) n-i 



f. 



CaPUT VICBSIMVJyi PRIMUM. 

Deliftetttio fitctiiiSiA applicationit calculi differentialis et intc^alit 

ad fbyficam, 

TXucusque nonnifi objefta ad mathefin puram fpe6lantia tra£lavi. Quare ab 
rigore demonftrandi , quem ea admittit atque exigit, defleftere non debui. 
Speciadm non licuit figuras curvilineas confiderare tanquam reftilineas « qui- 
cunque harum fit numerus laterum; nec folida fiiperficiebUs curvis terminata 
tanquam polyhcdra , utcunque magno hedrarum numero contineantur. Univer-t 
fim ab magnitudinibus limitum capacibus ad ipfos hos limites tratisire non li« 
cuit, aifiquoad tranfitus hic propofitionibus eum firmantibus mumebatuf ; eujus^ 
modi tum paflim, tum Capite prsefertim primo ftabilire annixus fum. 



3af 

§• iiz. Rigorem hunc in mathefi pura dmnino neceffarium , atque unum 
ex propriis ipfius chara£lerit)us conftituentm, applicationes ejus ad objeftat 
quorum cognitio ab fenfuum teftimonio pendet (five ad artes pertineant, five * 
ad fcientias), non folum non exigunt^ fed & affedationem iliius ut fupervaca- 
neam, quin faepe noxiam refpuunt (a) Certitudo mathematica ab conftitutione 
organorum noftrorum independens debet eife abfoluta: cognitioni noftrae phy«* 
ficde, ab indole fenfuum noftrorum pendenti, femper aiiquid labis adhaerebit ab 
imperfeftione organorum nbftrorum, utcimque exercitatorum , & quacunque 
arte adjutorum. Translationem abftraftionum mathematicarum ad fcientias 
phyficas harum progreflui officere pofTe experientia teftatur : quod comproban- 
tium exemplorum pauca exfl:antiora recenfebo. 

Quoad objeftorum tantum terreflrium & lunae diftantiae ad indagandam 
velocitatem lucis fuppetebant; determinari haud potuit tempus, quo lux da- 
tum fpatium emetitur. Unde judicio praecipiti illatiun fuit, lucem fpatio cui- 
cunque emetiendo nullum impendere tempus; velocitas ejus pronunciata fuit 
infinita: explicationes fafti hujus nullo vellicati dubio traditae fuerunt; quibus 
etiamnum adftipulaturi eflemus , nifi obfervationes in corporibus longe remotio- 
ribus inftitutae falfum efle , quod explicandum fumebatur , docuiifent 

Ex apparente direftionum gravium painim invicem diftantium parallelismo 
fuperficies teliuris diu plana fuit judicata : ad rotunditatem terrae fl:abiliendam 
alius generis obfervationibus opus fuit, quae philofophorum oculos ferius demum 
perculerunt 

« 

Ex fenfibUi ponderum corporum ad diftantias parum diverfas a Xuperficie 
telluris aequaiitate diu inferri confuevit aequalitas adionis caufae gravitatis: 
dgnec phyfica exa£tior teflimonii fenfuum aeftimatione accuratiori & difcuflione 
phaenomenorum immediate illis haud Dbviorum opinionem hanc deievit 

Alia 

(a) Animadveriiones in applicationem madiefeos ad phyficam Capite hoc traditae, pariter 
ac deduftiones expofitae Capite XII. DiiTertationis meae : Expofition dts prinapu 
des calculs fvperimri , conformes fnnt do6binis , qnas ex ore Dni. Lb Sagk hanfi , 
quo tempore ftudia mea philojophica & matfaematica afieftu paterno regebat Vid. DiiT. 
cit Nota p, axo. 

T t 



mmmmt^^am 



Aliaafiferre poflem exempk errontm, in quos praecipites ab pfaaenomenis 
ad caufas ipforum conclufiones induxerunt ; & qui ab finuli judicii praecipitaiH 
tiadCavere monent* 

§• ^^3* . P^^ totum hunc librum oftenfa infinite parvorum, quae vocantor, 
mathematicorum inutilitate; & quibusdam locis, repugnantia concj^ptus ipfo^ 
rum: diverfam ab ea, quod ad obje£ia phyfica, fententiam cum Dno. LeSage 
'profiteon In fcientiis ad haec applicatis pro nihilo habemus , quod fenfus no- 
ftros quacunque adjutos arte efFugit r & explicatio phaenomenorum naturae, 
conformitatem eorum non rigorofam quidem cum le^bus arbitrariis inde dedu- 
ftis , fed eousque accuratam , quousque obfervationum noftrarum a%^iR%ut per- 
tingit, oftendens, hoc refpeftu fatisfacere propofito cenfenda eft, (ft) 

§, 224. Principio hoc admiflb, Dn. Le Sage omnino convellit objeftiones 
mechanicae phaenomeni naturae latiflime patentis, gravitatis univerfalis, expli- 
cationi adverfas; adhibitis (juxta analyfin aeque ingeniofam ac folidam) cor^ 

pufcn- 

s 

(b) Qoo teicpore infinite parvt tanqnam bafis neceflaria calcnlonnn foperrorani fpeftaban* 
tnr: Dn. Lk Sage nfom eornm in mathefi pnra ab contradiftionibiia, qaas impJi. 
catt toeri fatagebat concepto feqoenti: qoem deinde ad feam nonniii fenfo indi- 
refto vet devio & explicato prolixo applicari pofle agnovit } ac qoem ipfiosmet ver« 
biai 14 Jolii 178& ad me perfcriptis» otl in Diflertatiooe mea priore pag« dxx. ex- 
ponam : 

,»Mon bot dans cette ancienne recherche etoit d^aifigner one bonne^fois aoz iofi* 
^yoiment petita de toot genre & de tont ordre nne conftitotion, qoi me permit en- 
foite & toojonra de lea traiter hardiment comme d^ qnantit^s determin^es » finies f 
mais negligibles ; & qoi fot applicable aox etres r^els » comme aox etres hypotbe- 
9, tiqoes. 

9, Poor cet effet ]e fobftitoai aox qoantit^s moindres qo^ancooe afliign^ 9 & & cel- 
9, les qo^on poorroit pretendre etre moindres qu^aocone aflignable , des qnantit^s moin- 
», dres qo'aocone » qo^on afirgnera r^ellement jamais ; 00 plutot des parcellea , qo^on 
99 peot n^liger relativement k leor toot, (ans aocone erreor qoi devienne jamids rfel- 
t^lement fenfibie. 

yy EiFeftivetnent de telles qnantit^ font vralment deternundes ; poisqoe toute ap» 
,» plicatlon , qo'on fera r^llepient jamais , de qnelqde propofition que ce fbit » eft de- 
„ termin^e en foi , quoique aftoellement inconbne : vn qoe toos les fators contiogens 
^^font determin^s, n*y eot-il meme aucon etre qoi les previt, ni aocoo nexus en^ 
„ces futurf-li & le prefent 
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p^tuGi, qua intervalSs rebtU nd dmen/iones ipform admodm mgiiii iavieem ^fiem^ 
& quaquaverfus Qi) fecundum iineas re&as eeleritate prggraH^ movtoHtur. 
. Dn. Le Sage aftionis fluidi hujus confequentias mathematicas accurate" 
evolvit, & confenfum earum cum phaenomenis gipvitatis oftendit. Meditatio- 
nes ipfius de arduo hoc phyficae gene^lis objeao mmus adhuc notae funt. Stu- 
dio, qua poffunt, peifeaione redaftas publico exponendi, fcripta fua divulgare 
noufeftinavit: nec nifi primas fyftematis fui lineas m Differtatione.infcripta 
EJfai de tkymie meamque, quam Academia Rhotomagenfis anno 1758. praemio 
ornavit, ac nuper in Luerttio Newtoniano, Commentariis Academiae BeroHnenfis 
anni 1782. mferto, expofuit. Amhitas ejus opera nonnuUorum ipfius amico- 
rum quodammodo innotuit: quos inter Dni. De Luc in variis fuis fcriptis, iis 
nominatim, quae Xub titiilo: Idees fur ta Mettorotogie , Lettres d ta Reine d>AngU- 
terre, Lettres h Mr. de ta Mtfurie, edidit; & DnL Prevost in libro mfcripto 
Origine des forees magnetiques. (d) Grato in agnatum huncpie devenerandum , 
cujus curae quicquid m me eft doftrmae debeo, affeftu motus, cum feptennio 
abhinc ex Polonia revertcrer, fummopere optavi exiguum ejus documentum 
ipfi exhibere opera mea qualicunque ad manufcriptorum ipfius multipUcium edi- 
ditionem promovendam. Quo jucundior mihi fuit, quam diuanimo fovi, fpes 
hoc voto potiundi, eo magis irritam ab me conceptam foiffe doloL 

Tt a §. iiS' 

(c) Haec quoque expreflio phyfice eft intelUgenda. Quod innuo difficnltati» folvend» 
gr»ti«, noper «b iliaftrl «Uthematico motse , & nberios «b Dno. Wii.cKBN8expoftt3e, 
o>ntr» pag. 71 fq. Differtotionis : Effai de dvymumecanique; uW difpofiUonea qua- 
dratiformes pnnftorum in foperficie fphaerae rigorofo fenfu matbematico accipi non de- 
bent Qui primos nacvum doftrinse Elementorum EucUdi» de angulia folidis animad- 
vertit geometra iHiJb. de PAcad. royal des ^c. 1756. Bermanni Commentatio de 
imguUs fofidis) ; poteratne in gravem inddere errorem , qoem commififfet, fi expreC 
fiones ipfins ad difcoffionem phyficam pertinentes mathematice effent interpretandae ? 
(Vid. frUckens Auffcite matl^emaf. lahalU. GOtt 1790. K&fkner* geometr. M* 
hdndl. Gott 1791.) 

td) Dn. Lb Sage non folum arduum gravitati» univerfidis phaeoom«ioo per aaionem im- 
mediatam corpufculorum fupe» indicatorom expUctt: i«d eadem qnoque mediatam ple- 
«ommqoephaenomenonim natnrac generalium cauflun efle oftendit, quatenus aftivit»- 
tem Ibam ipfis debe«nt fluid» elaftica, per qoae plwinomen* UU poffont expHcati 
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%. 225« Conceptus aftionis discontinuae fluidl gravifici , phyfico fua fe 
luculentia commen^Ums , faepe etiam mathematico commodus eft. Theoriae flui^ 
dorum continuorum » elafticorum pariter ac non elafticorum, admodum imper^ 
fe&x adhuc funt, quamvis funmii hujus & fuperioris feculi mathematid fua 
illis ftudia impenderint; & quas a priori ftabilire quidam aggreffi funt, expe- 
rientia evertit. Confequentias principiorum , quae pro bafibus fumuntur, perfe- 
qui exercitatiffimis tantum calculatoribus datur. Alia eft ratio theoriae fluido- 
rum difcretorum. Principia ejus funt indubitata; & confequentiae deduftu fa- 
ciles; quod calculi Dni. Le Sage comprobant, qui ne primas quidem calcuio- 
rum fuperiorum notiones exigunt. 

§. 226. Ex. gr. Galilei lex accelerationis gravium (pliyfice intellefta) im- 
mediate ex aftione fluidi ejusmodi confequitur. Cum incrementum velocitatis | 

gravium debeatur fluido, tempufculis aequaUbus per impulfus aequales agenti: [ 

celeritas, quam gravia tempore fenfibili acquirunt, numerp harum impulfio« 
num; proindtf tempori proportionalis eft, quo corpora illas funt experta. Im- 
medite igitur confequitur, efle v ia t 

Hinc fpatia tempufculis aequalibus fucceffivis percurfa, utpote celeritatibus 
acquifitis proportionalia , pariter crefcunt uti tempora, proinde uti numeri na- 
turales; & fpatia inde ab initio motus percurfa crefcunt uti numeri triangula- 
res numerorum . momentorum illorum temporis. Sed numerorum trianguJa- 
rium ratio eo prppius accedit ad rationem numerorum quadratorum correfpon- 
dentium , quo majores funt numeri , qui ipforum funt radices (§. 20.). Itaque 
fpatia percurfa eo accuratius proportionalia funt quadratis temporum eliapforum» 
quo plura quodvis tempus fenfibile continet tempufcula , duobus csjufee motricis 
impulfibus immediate fefe confequentibus interje6bi. 

§. 227. Optabile fine dubio foret, ut mathematicis femper liceret eadem 
facilitate confequentias principii aflumti deducere. Magis autem aflueti expo- 
nentibus differentialibus ~ == u, J!=jj, aliisque fimilibus; quam expreffioni- 

bus per differentias finitas, quae illis refpondent: priores traftare expreffiones, 
* quam pofteriores, magis figre (in inveftigationibus praefertim prolixis ac diffici- 

liori-^ 
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iioribus) commodum ducunt; ideoque eas alteris fubftituunt, quibus propofi- 
tum faciiius confequuntur. Qua quidem fubftitutione uti ipfis licet : dummodo 
rationis, qua diifti eam ufurpant, non oblivifcantur; neque exigant, ut, quas 
. inde neftunt, confequentiae abfoluto ac mathematico rigore verae efle cenfeantur. 
Ex aequatione t; = ^ velpotius v=:gi (pofita g. celeritate, quam corpus 
acquirit tempore pro unitate fumto, ex. gr. uno minuto fecundo) confequitiir 

Cum autem fit -r^ — ^i fit dt^"^ 3^ ^ ^* 
Porro-cum fit ^ = g; 

d^ 

r '^ dv ds p dv 
fequitur v^ ^ g^; & v- ^ g. 

Hinc, ob g conftantem , fit ^* = g/; t; = T^igf. 

Sed v = gt. Ergo gt^^V^^gt; & < = ?"-. ' • 

§. 228. Formula diflerentialis ^ ^ g pariter applicatur ad cafum, quo 
g variabilis eft; & qui, phyfice jnteHcftus, fupponit tempus lapfus in partes 
adeo exiguas dividi, ut, durante qualibet earum, aftio caufae corpus impellen- 
tis fit uniformis. 

» Exetnplum primum. Gravitas variet uti diftantia a centro. 
Sit a diftantia ab centro» a qua ihde corpus delabitur; 

g aftio gravitatis ad hanc diftantiam. 
Corpore delapfo per fpatium x, gratitas ad diftantiamfl— x erit^X^!^. 
T •j. dv a — X 

I»tar 5- = «X_ 

df" V 

r? dv a^^s 

Ergo ^a;=gx_ 

* , Tt 3 Sed 
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Sed V evanefcft, quando / « o. Proinde C = o;v*=gx ^^''^'* 

5it t = o; erit v* = ag. Sed gravitate pofita uniformi , erat »» = ; 
(5- «a?-) Quadratum igitur celeritetis acquifitae per aftionem gravitatis con- 
ftantis duplum eft quadrati celeritatis acquifitae jer aftjonem gravitatis variabi- 
lis juxta legem propofitam. 

^°''° ^= -^ = '^- x ^ ' ^ rnnde /=r^(C-arcfm.f:iO 
Sed t=o, dum /«o. Ergo C=arc.fin.i=f j 

/ « r ifp - arc.fm.?ir) = r - x arc.cofin.~. 

Sit r = a; erit < « TT- x p. Et cum fit gvi.a: e&tvi p; feu tempus 
lapfus ad centrum usque confians eft, quodcunque fit fpatium p^currendum: 
quod principium eft ifoclironismi in cyclotde. 

» Exempium/ecuudum. Gravitas fit In latione iaverlk qiiadrati diftantiae. 

Erit ^ = ex-fL^ 

d/' I 

Ideoque v^ = g^^^; |..=3C+gX^ 

Sit »=30, dum /so; c^ C=-^; lo»sg(^ -fl)=gx— , 

< ^a-x '' a-t 

vsayzagxy-^^sy^iky^— ohg=-^. 

Porro ^ =sl =3_£_ x y^'*^ » v **'^ ^ i Z ' !<» . _ifii_^ 



^"de < = _^ ( ifl X arc.fm.verf. JL + r(a/- /») + C) 

Sit /=o, dum/=o: eritC=o; «Sj^i— (|axarc.fiaverf.-^+>^/(a-/)). 

yaflg^^ |o ' 

Sit/ = a. Erit* = 5^x|«7r = ^xap. 
Atqui g= i. Ergo < = ^p; &/»«^p». 



f 
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ObfervaHo* Cusn ekpreffiones tetnpQris i & celeritatis t^ imaginariae fiant 
pro x>a; docemnr» motmn'ultra centrmn grayitationis locum habere non 
pofle. 

Sit ssa: erit «^ = rixr-^=ar2x3^5; quod eft fignmn rmpoffibili- 

a a^a a o ^ 

tatis ( Cap. IX. ) : ideoque corpus non folum ultra centrum gravitationis pro- 
gredl nequit; fed ne ad cehtrum quidem usque poteft pervenire. Quod geg^ 
metrice oftendi poteft modo fequente. 

Curo fit V- =3 — X — = -^f — — I 1=3- — — -=: — aC^; 

• a a^-s a^a-^s y a^s a a^s 
2aC^ • 



eft i;« + aC* = 



H-X 



Defcripta igitur curva hyperbolica, cujus centrum fit cenfcrum gravitationis , 
& cujus abfcifik ab centro inde in afymptoto. alterutra fumtae fint fpatia per- 
currenda, cujus denique aequatio fit y* + A* = — -; quadrata celeritatum, 

aufta quantitate data , proportionalia erunt quadratis ordinatarum : pariterque 

ac ordinatae nuUum habent limitem magnitudinis, nec celeritas limitem magni- 

tudinis habet ; atque uti nullum eft hyperbote punftum , cui ordinata refpon- 

deat occurrens axi abfciffarum in centro; ita nec celeritas ulla eft, quae refpon- 

deat fuppofitioni , quod corpus ad centrum usque poffit pervenire : proinde fup- 

pofitio haec impoffibiiis eft. 

t 
Cafus hic plures occupavit mathematicos ; quorum nonnuili valdc para- 

doxa de eo ftatuerunt . Exemplum, meaquidem fententia% is praebet abufus 

abftra£lionum mathematicarum , objeftis applicatarum realibus , cum quibus 

confiftere nequeunt. 

s. 

Gravitatio, quam corpus fphaericum exercet, fequitur rationem inverfam 
duplicatam diftantiae ab centro corporis hujus, qutyad corpus gravitans extra 
illud fitum eft. Pofito autem, corpus gravitans pofie (per fljlionem aliquam 
admiffibilem) intra illud pervenire: tum lex gravitationis eadem, quae prius, 
non fubfiftit; fed gravitatio variatur in ratione fimplici diftantiae a centro. 
Juxta hanc vero iegem corpus ad centram usque dejabitur» & vdocitatem de- 

termi- 
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terminatam acquirit : tum uHra contfwm progreditur motu relardato fimiU ra* 
tioue , qua acceffus ipfius afl centjrum fuqrat. accQleratus. .CQnfideratioaps igi- 
tur phyficae fententiam hoc cafu confirmant, quam de fignificatione fymboJi ^ 
Capite IX. profeffus fum. Gonf. Dife. Dn. Le SaQ» infes ta ■ Diaria 3ownul de 

fhyjique de PAbbe Rozier. Jmvier 1776. 

Formulae praecedentes applicantur ad motus juxta legem quamcunque da- 
tam variatos; nominatim ad motUs corporum ia mediis refiftentibus. Sed fco- 
pus praefentis fcriptionis applicationes^ has perfequi prohibet. Quare ad motus 
compofitos progredior. 

§. 229.' Kepleri celeberrima lex arearum infigne praebet e^emplum faci- 
litatis, quam inveftigationibus phyfico - mathematicis conciliat fuppofitio aftio- 
nis non continuae caufae motricis, Quippe juxta eam demonftratio legis hujus 
nonnifi fimpliciflimas: requirit geometriae elementaris propofitiones , eas nimi- 
rum , quibus nititur aequalitas triangulorum aequealtorum fuper eadem bafi, 
Re etiam ipfa omnes fere auftores, praeeunte Newtono, eam juxta hanc fiip- 
pofitionem explicant; quicquid ceterum de conformitate fuppofiti hujus cum na- 
tura rei fcntiant: & tum ad femitas curvilineas appUcant, quod in reftilineis 
locum habet, utcunque exigua fint latera ipfarum* 

Demonftratio curvis ipfis immediate applicata aeque facilis non eft. Com- 
parationis duarum methodorum inftituendae gratia pofteriorem tradam eo fere 
modo, quo ipfam expofuit cel. de la Place in Theoria fua motus pUmetarum. 

Sit 5fdcus gravitationis ; -SiHTradius veftor, feu diftantia, = r; Jlf corpus 
gravitans; & gravitas fit cuicunque diftantiae 5iMf funftioni =<pr proportionalis. 

Per focum S agantur duae quaecunque reftae SP, iSQ, invicem normalesj 
ad quas referatur motus corporis M. Sint JKPsSQsa jc, JHQ = y. 

Aftio gravitatis fecundum direftionem -HQ erit ^x ^; fecundum dhreftio- 

r 

nem SQ^^^ ^Y.-^x & celeritates plahetae juxta has dbreftiones refpeftive erunt 
t|, -p. Exponentes dilferentiales celeritatum harum, qui viribus tprx ^, 



^X-^ proportionales funt, refpeftive erunt ^ 



Unde duae confequun- 

tur 



•- iT- 



. • • 



"T^ ■ ■ 
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tur aequationes: 



^ r 



4V_ 



Hinc JfX^ =s (prxff?? 



d/» 



3! . s (Pr ?N - 






d^ 
Ergo atX^— • 



•yx: 



d»* 



df' 
d* 



et.*x-a^-.yx^«C' 
Sit angulus MSQ,^z, Erunt y\rfm.«; ^ = rcof.a^ 



dy _„d£ ^ r»cof.»«5? +" fin.»«^ - r»^ 
dT '^dt ci. dt di 



C 



• k 



Pofita autem area curv», qvuun verriiRdias veaor, *= 5, eft ^« ?''* (§.104) 

Quare etiam ^^ «= ^r ^ - ^- 

ideoque ^ = C+C». 

Proinde fi S evanefcit, quando t*: GtS^Ct; fett area S eft tempori 
proportionalis, - •» 

§. 530. Ex lege hac immediate d^oroUaria fequentia fluunt : 
i^. Celeritas mobilis eft in ratione\ejfi| perpendiculi^ quod ab foco in 
dire£tionem corporis demittitur; proinde iyya velocitas eft in ratione inyerfii 
orodufti ex radio veftore ac fmu anguli» ^ radius veftbr cum tangente cur-* 

v^ comprehendit. Ideoque cxpreffio vetocJ, eft K ^^' (5. 49.) 

• a**. Celeritas angularis mobilis, relati fQgjyjj gravitationis , fequitqr 
wtionon inverfem dupUcatam radU veftoris^ 



^J* 'mi 




Fig. 57- 



338 

§.^31. In gratiam phyficonim, quibus calcufi fuperiores & theoria cur- 
varum minus funt familiares, Dn. Le Sage. CQnfequentias aftionis haud conti- 
tinuae paufae gravitationis & motus corporum in orbitis reaUineis perfequi fate- 
git; ac fpeciathn m polygonis regularibus theorem&ta Hugenii ad vkes centra- 
les in circulo pertinentia demonftravit. 

Cum in omni curva vis centralis refpondms tempori, quo mobtle arcum 
aliquem curv» percurrit , fit in ratione comiofita ex direfta fimplice fegmenti 
radii veftoris ad unum arcus hujus extremm dufti, quod arcui huic & tan- 
genti per alterum arcus extremum duftae iterjacet, & ex inverfa ratione du- 
pUcata temporis ad arcum percurrendum npenfi ; data curvae , quam mobile 
defcribit, aequatione ad focum gravitati^s relata; ope formularum §§. 104. 
196. determinatur lex jgravitatioriis. 

Nempe pofita vi centraii «= g; eft /=» lim.— _^ 

^^"^"^'^^im^^k^ ^5.104.) 



Igitur 



lim.^- |r+i(dry^ j^ ddr 



itaque 



Exmpbm. Sit r = -_*L-1U3b eft aequatio focalis ellipfis; 



d» 



hb 



rr 



d^ gcont |.j^-j>,.dr ^ eailz , 2etGsL*z 
da». bb ■ < bb. da bb "*" 



■ ^ 

Sed frcof.« = iA— flr. 
Ergo 5=:|xJ^(i- 



gcof.a; j 

b* / ' 



wfin.'« 






.' 



bb bb rr 

I. j" 



Pro< 



t 
\ 



Proinde in diverfis ejusdem eiliffis punftis «rr» v *• r ^^' 

fam duplicatam diflantiae ab foco. «ravitatio fequitur rationem inver- 

Eodem modo demonilntur, eandem Wem in . . • r 
obtinere. '^^"^- "» <^etens feftionibus conicis 

^.Vj^«., data lege gravit^ionis, ex «quatione 

rA* -^- ,W - F^^di^} deducitur-natura curv» defcript^ m. . 
limites perfeaionis calculi integraV concedunt) 

Ex. gr. gravitate fequente rat^nem invA r j 
invenitur eife feftio aUqua conica; ^ deter ■ "^^'"^"^ *'^'^^«««. curva 

& per rationem, quam releritas FoiftionisTr^'^ ^^' ^g^mi projeftionis, 
bae circulumad eandem diflantiam <,fcriberet *"* ^^* ^"^ ^*"^' "^"^^ 
Verum Iiaec fufius deducere ab fcw Hh.^ i. • 

*® "bn hujus eft alienum. 
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